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Introduction 

Je me souviens d'un été, où, chaque soir, avant de scruter la sortie des 
chauves-souris qui avaient envahi le grenier, je contemplais le coucher du soleil sur 
l'horizon. Je découvris que le soleil ne disparaissait pas exactement au même endroit 
chaque soir. Jusqu'alors, je savais que le soleil se couche à l'Ouest, alors qu'en 
réalité le soleil se couche vers l'Ouest. Cet été-là j'ai pris conscience de ce que les 
astronomes appellent l'amplitude du soleil, qui mesure précisément cet écart entre le 
lieu du coucher du soleil sur l'horizon, et l'Ouest. Cette donnée astronomique peut 
chaque jour être mesurée. Elle peut aussi être calculée en utilisant la trigonométrie 
sphérique. 

La trigonométrie sphérique n'est plus enseignée, pas plus que l'astronomie. 
Elle l'a été. On peut regretter qu'elle ne le soit plus, à une époque où l'on envoie des 
satellites dans l'espace, et où l'on dispose de logiciels de géométrie perfonnants qui 
facilitent la vue dans l'espace. L'objet de cette brochure est de donner les 
connaissances de base en trigonométrie sphérique. 

Points, droites, segments, triangles, cercles sont des objets familiers de la 
géométrie plane. Euclide les a défmis, et on connaît de nombreux théorèmes qui les 
concernent. Ces théorèmes démontrés en s'appuyant sur quelques axiomes, sont ceux 
de la géométrie euclidienne ... Ainsi dans un plan, le plus court chemin d'un point à 
un autre est la ligne droite. Dans un triangle plan, chaque angle a une mesure 
inférieure à 1800 ; la somme des angles est égale à un angle platl. Les fonnules 

A A A 

1 . sin A sin B sin C 2 2 2 A 

casslques --=--=-- et BC =AB +AC -2ABxACxcosA 
BC CA AB 

permettent la résolution des triangles plans, c'est à dire permettent de trouver les 
angles et côtés d'un triangle dès lors qu'on connaît un angle et deux côtés. Enfm, il 
est possible de se repérer dans un plan grâce à deux coordonnées cartésiennes (ou 
polaires). 

Sur une sphère, on se repère tout aussi facilement grâce à deux angles 
(latitude et longitude). En ce sens, plan et sphère sont considérés comme des surfaces 
de dimension 2. En revanche sur une sphère les chemins les plus courts sont des 
grands cercles. Les « droites» d'une sphère sont donc les cercles de centre le centre 

1 Cette propriété caractérise les surfaces qui comme le plan sont dites à courbure nulle. Si \'on trace un 
triangle sur un cylindre, ou sur un cône, surface dont on peut réaliser un patron plan, la somme de ses 
angles mesure encore 180°. 
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de la sphère. Les « triangles» d'une sphère sont des triangles sphériques. Si on 
chemine « en ligne droite » sur une sphère, on revient à son point de départ ... Il Y a là 
de quoi perdre la boule comme aurait dit Raymond Devos. Par deux points 
diamétralement opposés de la sphère, il passe une infmité de « droites» et l'un des 
axiomes de la géométrie euclidienne n'est pas vérifié. La géométrie sphérique n'est 
pas euclidienne. Sur une sphère, la notion de « droites parallèles» n'existe pas 
puisque deux « droites» (c'est à dire deux grands cercles) se coupent toujours. Qui 
plus est, la somme des angles d'un triangle sphérique n'est plus une constante et 
dépasse toujours un angle plat. Ce résultat déstabilisant caractérise les surfaces qui 
comme la sphère ont une courbure positive. II existe aussi des surfaces sur lesquelles 
la somme des angles d'un triangle est inférieure à un angle plat; ce sont les surfaces 
à courbure négative, comme la « selle de cheval ». 

!~ 
,;.] 

~ .. ~.." 
t~'" 
~. 

Les triangles sphériques de ce dessin emprunté au Géométricon de Jean-Pierre Petit 
apparaissent sur les fesses des protagonistes ... 

La trigonométrie sphérique s'est développée pour répondre à des besoins. 
Quand le navigateur a voulu conquérir le monde et traverser les océans, il a dû 
apprendre à se repérer. La Terre est sensiblement sphérique. La voûte céleste est 
représentée comme une demi-sphère. Qu'il s'agisse de relier deux points du monde 
par voie maritime, ou de repérer sa position sur Terre en utilisant des étoiles dans le 
ciel, le problème se règle par la trigonométrie sphérique. 

Dans les chapitres qui vont suivre, on défmira et on étudiera les triangles 
sphériques. Puis on établira les formules usuelles de trigonométrie sphérique. Les 
deux premiers chapitres sont accessibles à un élève de Première S, et peuvent être 
utilisés pour des TPE. Enfin on abordera la trigonométrie sphérique sous un aspect 
plus historique, et on verra comment était enseignée la trigonométrie sphérique par 



3 

Simon Stevin. On présentera quelques-unes de ses démonstrations. Enfin dans le 
dernier chapitre on verra comment la trigonométrie intervient en navigation, et on 
examinera quelques exemples « historiques». Un formulaire de trigonométrie 
sphérique récapitulant toutes les formules vues dans le second chapitre est donné en 
annexe. 



4 



5 

Triangles sphériques 

Volontairement, ce chapitre, ainsi que le chapitre suivant, prend laforme d'un cours. 
Il doit permettre au lecteur n'ayant pas de formation en trigonométrie sphérique de 
se familiariser avec ces notions, avant d'aborder les aspects historiques. La 
démarche adoptée ici est celle de la fin du XIX siècle. Les Leçons de Géométrie 
élémentairè de Jacques Hadamard (1901) m'ont été utiles. 

Intersection d'une sphère et d'un plan 

Étude géométrique 

P est un plan de l'espace E. 
S est la sphère de centre 0 et de rayon r; S = {M E E; OM= r}. 

Proposition 1 
Si P contient 0, P n S est un cercle de centre 0 de rayon r appelé grand 
cercle de la sphère S. 

En effet, les points de P fi S sont les points M de P qui vérifient aM = r ; ce sont 
exactement les points du cercle de centre a de rayon r de P. 
P fi S est donc le cercle de centre a et de rayon r. 

Proposition 2 
Si P ne contient pas 0, P n S est soit un cercle de rayon strictement 
inférieur à r appelé petit cercle de la sphère S, soit réduit à un point, soit 
vide. 

La démonstration est simple, prenons le temps de la formaliser. 

Soit D la droite passant par a et perpendiculaire à P en K. Pour tout point M de P, le 
triangle MKO est rectangle en K. 

On a alors OM 2 = OK2 + KM 2 • 



Si, comme ci-contre, OK> r, alors pour 
tout point M de P on a OM> r et le plan 
et la sphère n'ont aucun point commun. 

Si OK = r alors pour tout point M de P 
autre que K on a OM> r et le plan et la 
sphère ont pour seul point commun le 
point K ; ils sont tangents en K. 

Si OK < r , le plan et la sphère se 
coupent et les points de P n S sont les 
points M de P qui vérifient OM= r; ces 
points M vérifient donc 

KM= .Jr2 -OK2 • 

Ce sont les points du cercle de centre K 
de rayon 

r' = .Jr2 - OK 2 ; et r'::; r. 

Enfin, si P passe par 0, c'est à dire si 
K = 0 alors le cercle intersection de P et 
S a pour centre 0 et rayon r ; c'est le plus 
grand cercle qu'on puisse considérer. 

6 

D 

D 

H 

FIG 1 : Intersection d'un plan et d'une 
sphère 
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Grands cercles d'une sphère 

Proposition 3 
Étant donnés deux points A et B de la sphère S de centre 0 et de rayon r, ou 
bien A, 0 et B sont alignés (c'est à dire A et B sont diamétralement opposés) 
et dans ce cas il existe une infinité de grands cercles contenant A et B ; ou 
bien A, 0 et B ne sont pas sont alignés et dans ce cas il existe un et seul 
grand cercle contenant A et B. 

En effet, les grands cercles contenant A et B sont par défmition les intersections de S 
et de plans contenant 0, A et B ... d'où le résultat. 

0: 
: 

............ " ... /.: .. 

FIG 2 : Grands cercles de diamètre [AB] FIG 3 : Un seul grand cercle contient A et 
B non diamétralement opposés 

Pôles d'un grand cercle d'une sphère 

Étant donnés un grand cercle C d'une sphère Set P le plan de ce cercle C, on 
appelle pôles de C les deux points de S diamétralement opposés obtenus comme 
intersection de S et de la droite perpendiculaire à P passant par le centre de la sphère. 
La droite joignant ces pôles est l'axe polaire du grand cercle. 
On peut, de la même façon, définir les pôles et l'axe polaire d'un petit cercle de la 
sphère. 
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FIG 4 : L'axe polaire (PIP2) du grand cercle contenant A et B 

1) Si on assimile la Terre à une sphère, l'équateur est un grand cercle dont les deux 
pôles sont le pôle Nord et le pôle Sud; les méridiens sont des demi-grands cercles; 
les parallèles autres que l'équateur sont des petits cercles. 

2) La sphère céleste représentée par la sphère armillaire est constituée de plusieurs 
grands cercles: l'équateur céleste a même axe polaire que l'équateur terrestre; 
l'horizon lié à l'observateur terrestre a pour pôle le zénith de l'observateur; 
l'écliptique est le grand cercle qui représente le trajet apparent du soleil pendant une 
année ... 

3) Les routes maritimes les plus courtes reliant deux points donnés sont celles qui 
suivent un grand cercle. Mais ce ne sont pas les plus aisées à suivre sur mer ... 
Lorsqu'on navigue en gardant un cap constant, c'est-à-dire en conservant toujours le 
même angle avec les méridiens terrestres, la courbe décrite par le bateau s'appelle 
une loxodromie et ce n'est pas un arc de grand cercle. 

Les chemins les plus courts 

Proposition 4 
L'arc de grand cercle joignant deux points A et B de la sphère S est le plus 
court chemin, en terme de distance joignant A et B. 

On peut dans un premier temps constater que parmi tous les arcs de cercles possibles 
qui relient A et B sur la sphère, le grand cercle est celui qui réalise le plus court 
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chemin, tandis que le plus petit cercle, de diamètre AB, est celui qui réalise le plus 
long chemin. 

FIG 5 : Exemples de chemins circulaires reliant A à B, dont celui de diamètre [AB] 

Cependant le résultat énoncé par la proposition 4 est beaucoup plus général. Il est dit 
que parmi tous les chemins (continus) possibles reliant A et B, l'arc de grand cercle 
est le plus court possible. Cette proposition peut être abordée de plusieurs façons. 
Nous proposons une démonstration basée sur la géométrie élémentaire. 

Démonstration (dont la lecture n'est pas indispensable pour la suite) 
On va montrer que tout point C de l'arc de grand cercle qui joint A et B sur la sphère 
est un point du plus court chemin qui relie A à B. 
Sur la FIG 6 ci-après on a représenté les points A et B, le grand cercle AB, un point C 

de l'arc AB de ce grand cercle, les petits cercles Cl et C2 passant par C, d'axes 
polaires (OA) et (OB), et de centres respectifs K et L. 
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FIG 6 : Le grand cercle AB et les deux petits cercles CI et C2 

Le grand cercle AB a pour diamètre [AA'] perpendiculaire au plan du petit cercle CI 
de centre K. Les plans du grand cercle et du petit cercle sont donc perpendiculaires et 
ont pour intersection la droite (KC). 
La tangente TI en C au petit cercle CI est perpendiculaire au rayon [KC], c'est à dire 
à l'intersection des deux plans des grand et petit cercles. Elle est contenue dans l'un 
elle est donc perpendiculaire à l'autre. Elle est donc perpendiculaire en C au plan du 
grand cercle, et dans ce plan, elle est perpendiculaire à la tangente T en C au grand 
cercle. 
Par un raisonnement analogue, la tangente T2 au petit cercle C2 de centre L et d'axe 
polaire (OB) est perpendiculaire au plan du grand cercle, et dans ce plan, elle est 
perpendiculaire à T en C. 
Si bien que TI = T2 et les deux petits cercles CI et C2 sont tangents en C comme on le 
voit sur la figure. Chacun d'eux est perpendiculaire au grand cercle qui le traverse. 

Imaginons à présent un chemin continu sur la sphère qui joint A à B ; ce chemin 
traverse le petit cercle CI en D et le petit cercle C2 en E ; la longueur de ce chemin 
est égale à la somme des longueurs des chemins de A à D puis de D à E puis de E à 
B. 
Minimiser la longueur du chemin de A à D revient à considérer un chemin de 
longueur minimal reliant A (le pôle) à D (le point du petit cercle). Mais pour des 
raisons de symétrie, les plus courts chemins d'un pôle aux différents points d'un 
cercle ayant ce pôle sont égaux entre eux. Le chemin le plus court de A à D a donc la 
même longueur que celui de A à C. 
De la même façon, le chemin le plus court de B à E a la même longueur que celui de 
BàC. 
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Minimiser la longueur du chemin de D à E équivaut à faire passer le chemin par C. 
Le chemin le plus court pour joindre A à B est donc celui pour lequel D = E = C. 
Le chemin le plus court pour joindre A à B passe donc par tous les points C de l'arc 

de grand cercle AB, c'est donc l'arc AB lui-même. 

Triangles sphériques 

Définition 

Un triangle sphérique ABC est la figure obtenue en joignant trois points A, B, 

et C deux à deux distincts, d'une sphère S, par trois arcs de grands cercles AB, OC, 
CA, de longueur inférieure à un demi-grand cercle (c'est à dire 7tr ). A, B, et C sont 
les sommets du triangle sphérique. 

' .. ........ .......... ' 

FIG 7 : Le triangle sphérique ABC 

Dans la définition même d'un triangle sphérique, on impose que les sommets soient 
reliés par des arcs de grands cercles inférieurs (ou égaux, dans certains cas) à un 
demi grand cercle. Si on abandonne cette contrainte, à tout ensemble de trois points 
d'une sphère, on pourrait associer six triangles. Le plus petit est le triangle sphérique 
tel qu'on l'a conçu ici, les autres sont des « cas pathologiques» dont le plus grand 
serait son complément sur la sphère. 
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Exemple 
J et J' sont deux points diamétralement opposés d'une sphère; on considère un grand 

cercle de diamètre JJ ' ; 1 est le milieu du demi-grand cercle 'j} ; M est le milieu de 

l'arc li; K est un des pôles du grand cercle IJ; N est le milieu de l'arc Jù. 
IJK; KJJ'; IKM; MJN sont des triangles sphériques. 

K 

JI 

FIG 8 : Les triangles sphériques de l'exemple 

Autres cas pathologiques 
Si les trois sommets sont situés sur le même grand cercle, le triangle est ou bien plat, 
ou bien la demi-sphère entière limitée par ce grand cercle. 
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Si deux sommets consécutifs sont diamétralement opposés, par exemple A et B , le 
troisième sommet C est situé sur un demi grand cercle d'extrémités A et B et le 
triangle sphérique est unfuseau, c'est-à-dire une portion de sphère limitée par deux 
demi grands cercles de mêmes extrémités. 

Dans la suite on s'intéressera de préférence aux «vrais» triangles sphériques ABC, 

non plats, pour lesquels les trois arcs de cercle AB, OC, éA sont strictement inférieurs 
à un demi-grand cercle. De tels triangles sphériques sont strictement contenus dans 
une demi-sphère. 

Côtés et angles d'un triangle sphérique 

Les côtés du triangle sphérique ABC construit sur la sphère de centre 0 et de -- ----rayon r sont les mesures des trois angles au centre BOC, COA, AOB ; on note 
traditionnellement a, b, c ces trois mesures; elles sont proportionnelles aux trois 

longueurs des arcs OC, éA et AB. 
Les angles du triangle sphérique ABC construit sur la sphère de centre 0 et de 

rayon r sont les mesures des trois angles que font entre eux chacun des trois plans des 
trois grands cercles supports des « côtés» du triangle; on les note traditionnellement -- -A , B et C. Un angle peut être perçu de plusieurs manières: 

A est l'angle dièdre que font entre eux les plans (AOB ) et (AOC) ; 
- --A = tAt' où [At) et [At') sont les demi-tangentes en A aux grands cercles 
AB et AC, incluses dans le plan tangent à la sphère qui passe par A ; on peut 

mesurer A avec un rapporteur placé tangentiellement à la sphère en A; 
- --A = uOu' où [Ou) et [Ou') sont parallèles à [At) et [At'), et incluses dans le 
plan passant par 0 et perpendiculaire à (OA). 

A 

- ----FIG 9: A = tAt' = uOu' 

Ainsi six données numériques caractérisent un triangle sphérique ABC; ce 
sont les six mesures d'angles notées dans le tableau ci-dessous. Ces mesures sont 
faites en degrés jusqu'au XIXe siècle. Sauf mention contraire, on utilisera comme 
unité de mesure le degré. 
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côtés a b c 
angles - - -A B C 

FIG 10 : Les angles et les côtés du triangle sphérique ABC 

Remarques 

1) Si les trois côtés a, b, c sont éléments de ]0° ; 1800 [ alors le triangle sphérique est 
un « vrai» triangle non « pathologique ». 

2) Si l'un des trois côtés vaut 180°, par exemple a, alors le triangle sphérique est un 
fuseau limité par deux demi grands cercles d'extrémités B et C et alors A = 180°. 

3) Il ne peut pas y avoir deux côtés consécutifs par exemple a et b de mesure 180°, 
car sinon on aurait B = A ce qui contredit la définition d'un triangle sphérique. 

Exercice 

Reprendre l'exemple des triangles sphériques IJK, KJJ', IKM et MJN (FIG 8) et 
évaluer si possible angles et côtés de chacun d'eux. 



K 

JI 
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Les trois angles et les trois côtés de JJK 
valent 90°. Dans ce triangle la somme des 
trois angles et la somme des trois côtés 
mesurent 270°. 

..---.. 
!(JJ' est un fuseau. Le côté JJ' et l'angle 
de sommet K mesurent 180°. Les deux 
autres angles et les deux autres côtés 
mesurent 90°. 
Dans le triangle IKM, les angles de 
sommets 1 et M ainsi que leurs côtés 
opposés mesurent 90°. L'angle de 
sommet K et son côté opposé mesurent 
45°. 
Enfin dans MJN, l'angle de sommet J est 
droit, mais pas son côté opposé. Les côtés --- --JN et JM mesurent 45°. Les angles de 
sommet N et M sont égaux mais on ne 
peut évaluer leur mesure. On verra 
comment obtenir les mesures manquantes 
au chapitre suivant. 

Triangle sphérique polaire d'un triangle sphérique 

Remarque préliminaire 

Si P est un des pôles d'un grand cercle partageant la sphère en deux demi­
sphères ou hémisphères, tout point A situé dans le même hémisphère que P est tel 

que l'arc de grand cercle PA mesure moins d'un quart de grand-cercle. Et tout point 

B situé dans l'autre hémisphère est tel que PB mesure plus qu'un quart de grand 
cercle. Il suffit d'observer la FIG Il ci-dessous. Les points de l'hémisphère « Nord» 
sont à moins d'un quart de grand cercle du Pôle Nord et ceux de l'hémisphère 
« Sud» sont à plus d'un quart de grand cercle du Pôle Nord. 
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P 

P' 

FIG Il : Les deux hémisphères 

Construction du triangle polaire d'un triangle sphérique 

Etant donné un triangle sphérique ABC construit sur une sphère de centre 0, 
on construit les trois axes polaires de chacun des grands cercles supports des côtés du 
triangle. Chacun d'eux coupe la sphère en deux points diamétralement opposés; on 
adopte les notations suivantes: 

(CIC2) est l'axe polaire du grand cercle AB et coupe la sphère en CI et C2 ; 

Cl est le point de cet axe situé dans l'hémisphère limité par le grand 
cercle AB et contenant C. 
(BIB2) est l'axe polaire du grand cercle AC et coupe la sphère en BI et B2 ; 

BI est le point de cet axe situé dans l'hémisphère limité par le grand 
cercle AC et contenant B. 
(A IA2) est l'axe polaire du grand cercle BC et coupe la sphère en AI et A2 ; 

Al est le point de cet axe situé dans l'hémisphère limité par le ,grand 
cercle BC et contenant A. 

Bt. E2' Ct. C2 sont donc situés dans le plan perpendiculaire à (OA) et sur la sphère: 
ils sont donc sur un grand cercle, d'axe polaire (OA) comme le montre la FIG 12 ci 
après. 
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A 

B 

A' 

FIG 12 : Les axes polaires (B IB2) et (CIC2) des grands cercles AC et AB 

De la même façon, les points Cb C2, Ab A2 sont situés dans le plan perpendiculaire à 
(OB) et sur la sphère et ils sont donc sur un grand cercle, d'axe polaire (OB). 
Les points Ab A2' Bh B2 sont situés dans le plan perpendiculaire à (OC) et sur la 
sphère: ils sont donc sur un grand cercle, d'axe polaire (OC). 

Chacun des arcs ACh AC2, ABI et AB2 mesure un quart de grand-cercle c'est à dire 

7r 
-xr. 
2 

Selon le résultat préliminaire, l'arc BBI mesure moins d'un quart de grand-cercle car 

le point BI est dans le même hémisphère, limité par le grand cercle AC, que B. En 

revanche l'arc BB2 mesure plus qu'un quart de grand cercle. 

De même les arcs Ccl et MI mesurent moins d'un quart de grand-cercle, 
r-. r-. 

contrairement aux arcs CC2 et AA 2 • 
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FIG 13: Le triangle sphérique ABC et les pôles Ai et B/ 

Définition 

Le triangle sphérique A lB 1 CI construit selon le protocole décrit ci-dessus, est 
appelé triangle sphérique polaire du triangle sphérique ABC. On visualise les deux 
triangles ABC et A lB 1 CI sur la FIG 14 ci-après : 

2 Pour gagner en lisibilité cette figure est reproduite en couleur en fin d'ouvrage: on associe à un côté et 
son axe polaire la même couleur. 
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A 

2 

FIG 14: Le triangle sphérique ABC et son triangle sphérique polaire associé A1B)CI 3 

QUELQUES TRIANGLES t-\OST\ LE 

Exercice 

::t,?. ,l',. 
1 • 'f., . 
~ t .. t "'\' ( ."'0., 

'" l Il' 
\, ... , ' ....... \...... " 

f' ,~:r:;. .. ~ ... " \ , , .. ".. .. " 
l.. . ~ 

, r -.. ,.. .. 

Reprendre l'exemple étudié précédemment (FIG 8) et s'assurer que le triangle 
sphérique J1M)N1 est le triangle polaire de JMN, puis vérifier que le triangle 
sphérique polaire de JI MINI est JMN. 

J Pour plus de lisibilité le triangle sphérique ABC peut être dessiné en bleu et son polaire AIBICI en rouge 
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JI~--~--~--~·>-~-~'-~-----_-~~---;rM 

FIG 15 : Le triangle sphérique MN] et son polaire 

Les correspondances entre un triangle sphérique et 
son triangle polaire associé 

Proposition 5 
ABC un triangle sphérique et A lB ICI son triangle polaire associé. 
a) Le triangle polaire associé au triangle sphérique AIBICI est ABC 
b) Les angles de l'un et les côtés de l'autre sont supplémentaires. 
Cet important résultat fournit les six égalités suivantes: 

~ ~ 

al + A = 1800 a + Al = 1800 

Démonstration 

b+Bl = 1800 

c+Cl = 1800 

a) Montrons d'abord que le triangle polaire de AIBICI est le triangle ABC. 
Tout d'abord, AIBICI est un triangle sphérique. 
(DA), (OB), (OC) sont les axes polaires des côtés du triangle sphérique AIBICI. 
Il reste à voir que A (respectivement B, C) est situé dans la même demi-sphère 
limitée par le grand cercle BICI (respectivement AlC\, AlBI) que AI (respectivement 

B\, CI) ; or on sait que l'arc AAI (respectivement BE\, Ccl) mesure moins d'un quart 
de grand cercle. En vertu du résultat préliminaire, on en déduit le résultat. 
On a donc: 

triangle sphérique ABC· triangle sphérique AIBICI 
côtés a b C Côtés al b l CI 

angles 
~ ~ ~ 

Angles 
~ ~ 

A B C AI BI CI 
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b) Démontrons la première égalité: al + A = 1800 • 

Pour cela reprenons la FIG 12 donnée ci-dessus; construisons les tangentes de l'angle 

A du triangle sphérique; et observons la section de la sphère avec le plan (OBICI) ; 
cela nous donne les FIG 16 et 17 ci-après. 

t -

A' 

A 

FIG 16 : Les grands cercles AB et A C, leurs axes polaires et leurs demi-tangentes 

N' 

H' 

H 

N 

FIG 17 : Section de la sphère par le plan du grand cercle B IB2CIC2 

M (respectivement N) est une intersection du grand cercle AB (respectivement du 
grand cercle AC) avec le plan (OBICI). 
Comme (B IB2) est perpendiculaire à (OAC), on a (B IB2) -L (ON) 
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Comme (C,C2) est perpendiculaire à (OAB), on a (C,C2) 1. (DM) - ----- ---- ----- -----Dans le triangle sphérique ABC, A = tAt' = MON = CjOB2 = B jOC2 --Dans le triangle sphériqueA,B,C" a, = BjOC, 

- ---- ---- ---- -----Et donc: a, + A = BjOC, + MON = BjOC, + B jOC2 = 1800 

Ce qu'il fallait démontrer. 
Par permutation on obtient les deux égalités suivantes. 
En échangeant les rôles des deux triangles sphériques ABC et A ,B,C" polaires l'un 
de l'autre, on obtient les trois dernières égalités. 

Propriétés des triangles sphériques 

Inégalité triangulaire 

Proposition 6 
Dans un triangle sphérique, tout côté est inférieur ou égal à la somme des 
deux autres. 

Démonstration 
Le plus court chemin du point A au point C sur la sphère est l'arc de grand cercle 
..--- ---..... -- ---
AC, si bien que AC ~ AB + BC. Ceci démontre la proposition. On peut donner 
cependant une démonstration élémentaire de la proposition 6, qui n'utilise pas le fait 
qu'un arc de grand cercle réalise le plus court chemin entre deux points d'un sphère. 
On considère un triangle sphérique ABC dont les trois côtés sont strictement 
inférieurs à un demi grand cercle. On va démontrer que b ~ a + c. Et pour cela on va 
utiliser des résultats de géométrie plane, en construisant des triangles plans dont deux 
angles coïncident avec b - a et c . 

........ ',:":. 

", . 

:." 0 

FIG 18 : Le triangle sphérique ABC avec b > a 

Si on a l'inégalité b ~ a alors on a évidemment a fortiori b ~ a + c. 
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----- -----Supposons donc que b> a c'est-à-dire AOC> BOe. 

----- -----On construit le point D sur [AC] de sorte que COD = a = BOC. 
On construit le tétraèdre OAB 'C où le point B' est le point de [OB) vérifiant OD = 
OB'. 

o 

c 

B 

FIG 19 : Le tétraèdre OAB 'C 

Les triangles plans ODC et OB 'C hachurés sur la figure ci-dessus sont égaux car 

----- -----OD = OB' et B 'OC = DOC. Donc CB' = CD. 
AD = AC - CD = AC - CB' ~ AB ' (d'après l'inégalité triangulaire dans le triangle 
plan ACB'). 

-----[AD] est le côté opposé à l'angle AOD = b - a du triangle plan AOD et [AB'] est le 

----- -----côté opposé à l'angle AOB' = AOB = c du triangle plan AOB '. 
Les deux triangles AOD et AOB' ont deux côtés égaux deux à deux (OA = OA et 

----- -----OD = OB') et AD ~ AB'. On en déduit donc AOD ~ AOB' c'est-à-dire b - a ~ c, ce 
qui achève la démonstration. 

Proposition 7 
Dans un triangle sphérique, tout angle est supérieur à la somme des deux 
autres moins un angle plat. 

Il suffit d'appliquer la proposition 6 au triangle sphérique polaire associé à ABC. 

Aire d'un triangle sphérique 

Proposition 8 
L'aire d'un triangle sphérique ABC construit sur la sphère de centre 0 et de 

rayon r est égale à r2 (A + li + C - 1r), les angles du triangle étant 
mesurés en radians. 

On en déduit que la somme des angles d'un triangle sphérique est supérieure 
à 180°. 

Démonstration 
Rappelons que l'aire de la sphère vaut 41r r2 ; l'aire de la demi-sphère vaut donc 
21r r 2 ; l'aire d'un fuseau, c'est à dire l'aire de la portion de sphère limitée par deux 
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demi grands cercles de mêmes extrémités A et A' diamétralement opposées et 
~ 

formant entre eux un angle égal à A vaut 47Zr 2 x~ = 2r2 A (A étant exprimé 
27! 

en radian) 
La proposition est donc démontrée dans le cas où le triangle sphérique est 
« pathologique» et assimilable à un fuseau: deux de ces angles sont égaux et le 
troisième est plat. 
Soit à présent un « vrai» triangle sphérique ABC; A " B' et C' les points de la sphère 
diamétralement opposés à A, B et C. 

C 

. 
,"" , , 

"''':~9: 
~::t:....... '. . : ' ...... ~.~ 

C' 
FIG 20 : La demi-sphère visible se décompose comme un puzzle 

La demi-sphère limitée par le grand cercle ACA 'C' et contenant B se décompose en 
le fuseau d'angle A, limité par les méridiens ABA ' et A CA ' , 
le triangle sphérique ABC' , 
le triangle sphérique BA 'C '. 

On en déduit, en considérant les aires: 

aire de la demi-sphère = 2r2 7! = 2r2 A + aire de ABC' + aire de BA 'C' 

Quand on réunit le triangle sphérique ABC' et le triangle sphérique ABC on obtient le 
fuseau d'angle C limité par les méridiens CA C' et CBC' . 
Quand on réunit le triangle sphérique BA 'C' et le triangle sphérique A 'B 'C' on 
obtient le fuseau d'angle li limité par les méridiens BA 'B' et BC 'B '. Mais les 
triangles A 'B 'C' et BAC sont symétriques par rapport à 0; ils ont donc même aire. 
On obtient donc, en reprenant l'égalité ci-dessus 

2r2 7! = 2r2 A + (2? C - aire de ABC) + (2r2 li - aire de ABC) 

= 2r2 (A + li + C) - 2 aire de ABC 

D'où aire deABC= r2 (A + li + C - n") 
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Le nombre A + li + C - 7r représente la valeur en radian de l'excès sphérique du 
triangle ABC; on peut aussi mesurer l'excès sphérique en degré. 

Remarque 
Le triangle sphérique polaire associé au triangle sphérique a donc pour aire 
r2(27r- a + b + c) où les côtés a, b, c sont exprimés en radians. On en déduit que la 
somme des trois côtés d'un triangle sphérique est inférieure à deux angles plats. 

Conclusion 

On a déjà compris, en travaillant sur quelques exemples, que les triangles 
sphériques sont des figures plus mystérieuses que les triangles plans de la géométrie 
euclidienne « traditionnelle ». Cependant on peut établir des analogies. 

Les segments de droite de la géométrie plane sont les arcs de grands cercles 
de la géométrie sphérique. 

L'inégalité triangulaire reste vérifiée. 

En revanche certains résultats de la géométrie plane ne sont plus vérifiés. 

Dans un triangle sphérique, la somme des trois angles n'est pas fixe. La 
formule de l'aire donnée ci-dessus permet de préciser que A + li + C 
est compris entre 1800 et 5400 • 

Si on connaît deux des angles d'un triangle sphérique, on ne peut pas, 
comme on a l'habitude de le faire en géométrie plane, en déduire 
simplement le troisième angle ... 

On verra dans le chapitre suivant de trigonométrie sphérique des formules liant les 
trois angles d'un triangle sphérique. 

, 
P--ECI4AlAfftt'\étJT CL.\MAilQU€": 

FotJT€' 'DES 'l'RIAtJGL.e"S f'ol..A\tt€5 
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Formules et résolution de triangles 

Dans tout ce chapitre ABC désigne un triangle sphérique construit sur une 
sphère de centre O. Ce triangle est donc caractérisé par ses trois côtés et ses trois 
angles, ce que l'on note 

triangle sphérique ABC 
côtés a b c 

angles - - -A B C --On suppose que les trois côtés a , b, c et les trois angles A , B, C appartiennent 
aussi à l'intervalle]O ; 180°[. Le triangle sphérique est un « vrai» triangle inclus 
dans une demi-sphère, c'est-à-dire ni plat, ni un fuseau, ni la demi-sphère entière. ---- ----- --- - -----On rappelle que a = BDC; b = AOB ; c = BDC; A = tAt' où [At) est la demi-

----tangente en A à l'arc AB. Les mesures sont faites en degrés. 

On va, dans ce chapitre, établir une série de formules de trigonométrie 
sphérique liant côtés et angles du triangle sphérique. Ces formules ont pour but de 
permettre la résolution des triangles sphériques. On adopte dans ce chapitre une 
démarche contemporaine: on établit d'abord une première formule (la formule des 
cosinus) ; on en déduit, par calcul algébrique la formule des sinus. En considérant le 
triangle polaire associé au triangle sphérique, on obtient une nouvelle série de 
formules « duales» des précédentes. On examinera enfin de plus près les formules 
particulières qu'on obtient dans un triangle sphérique rectangle. 

La formule des cosinus 

On va démontrer la formule : cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A 

Premier cas: on suppose c < 900 et b < 900 

La figure ci-après, tracée, pour plus de lisibilité, avec a < 90°, illustre ce cas. 

Le principe de la démonstration consiste à utiliser la trigonométrie classique dans les 
triangles rectangles plans dont les angles correspondent aux angles ou aux côtés du 
triangle sphérique, d'où la nécessité de considérer c < 90° et b < 90° . 

Les demi-droites [At) et [At') tangentes en A aux grands cercles AB et AC coupent 
respectivement les demi-droites [OB) et [OC) en D et E. 
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Le triangle plan AED inclus dans le plan perpendiculaire à (OA) qui passe par A est 
------ -tel que EAD = A 

-----Les triangles plans OAD et OAE sont rectangles en A et sont tels que AOD = cet 
-----AOE=b 

-----Le triangle OED inclus dans le plan (OBC) est tel que EOD = a 

FIG 1 : Le triangle sphérique ABC 

On extrait de cette figure de l'espace les quatre triangles plans évoqués 
précédemment. 

Dans le triangle rectangle OAD on a les 
relations suivantes: 

_OA (1) cos c--
OD 
AD (2) tan c=-
AO 

(3) OD2 = OA2 + AD2 

A D 
r-~----------------~ 

c 

o 

FIG 2 : OAD rectangle en A 
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Dans le triangle rectangle OAE on a les 
relations suivantes: 

Ar-~ __________________ ~E 

(4) cos b = OA 
OE 
AE (5) tan b =-
AO 

(6) OE2 = OA2 + AE2 

Dans le triangle ODE on a la relation (7) 
suivante: 

Dë = OD2 + oë - 20D x OE x cos a 

FIG 3 : OAE rectangle en A 

E 

o 

D 

FIG 4 : Le triangle plan OED 

A E 

Dans le triangle ADE on a la relation (8) 
suivante: 

Dë =AD2 +Aë-2AD x AE x cosA. 

En soustrayant (7) et (8) on obtient: 

FIG 5 : Le triangle ADE 

0= OD2 -AD2 + DÈ-AE2 -20D x OE x cos a+ 2AD x AE x cosA. 
Puis en utilisant (1) à (6), on arrive à : 

o = 20A2 - 20A2 c~s a + 20A2tan c tan b cos A. 
cos cos c 

Puis en divisant par 20A 2 on obtient: 
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o = 1 _ cos a + sin b sin c cosA. 
cos b cos c cos b cos c 

Et en multipliant par cos b cos c on obtient la formule 
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A 

Deuxième cas : on suppose c > 90° et b < 90° 

B 

B' 

FIG 6 : Les triangles sphériques ABC et AB 'c 
On introduit le point B ' diamétralement opposé à B ; on a les données suivantes: 

triangle sphérique ABC triangle sphérique AB 'c 
côtés a b<90° c> 90° côtés 180° - a b < 90° 180° - c < 90° 

angles - - - angles - - -A B C 180° - A B 180° - C 

Les résultats du premier cas s'appliquent au triangle sphérique AB 'Co On obtient -cos (180° - a) = cos b cos(180° - c) + sin b sin(180° - c )cos(180° - A ) 
- cos a = - cos b cos c - sin b sin c cos A -et on retrouve encore cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A 

Troisième cas: on suppose c > 900 et b > 90° 

A 

A' 

FIG 7 : Les triangles sphériques ABC et A 'BC 
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On introduit le point A' diamétralement opposé à A ; on a les données suivantes: 

triangle sphérique ABC triangle sphérique A 'BC 
côtés a b> 90° c> 90° côtés a 180° - b < 90° 180° - c < 90° 

angles 
~ ~ ~ 

angles 
~ ~ ~ 

A B C A 180° - B 180° - C 

Les résultats du premier cas s'appliquent au triangle sphérique A 'Be. On obtient: 

cos a = - cos b x (- cos c) + sin b sin c cos A 
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A . 

La formule est encore vérifiée. 

Étude des cas limites 

Il reste à examiner ce qui se passe lorsque b ou c (ou les deux) vaut (valent) 
90° ; dans ce cas, on ne peut construire le point E ou le point D ou les deux ... En effet 

-------si b = 90° =ADC alors la demi-tangente [At') est parallèle à (OC) car [At') et (OC) 
sont coplanaires et toutes deux perpendiculaires à (DA). 

La formule étant valable pour tout b et c élément de ]0 ; 90 0 [ u ]90° ; 180°[, elle 
reste vraie, par passage à la limite (les fonctions sinus et cosinus étant continues) 
lorsque b ou c ou les deux valent 90°. 

On peut cependant examiner les cas particuliers suivants pour respecter l'approche 
géométrique. 

Premier cas limite: on suppose c = 90° et b = 90° 
A 

A' 

FIG 8 : Le triangle sphérique ABC avec deux côtes et deux angles droits 

Dans ce cas (OA) est l'axe polaire du grand cercIe OC et on a alors: 

triangle s )hérique ABC 
côtés a b = 90° c= 90° 

angles 
~ 

A =a B =90° C=90° 
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-La formule cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A reste vérifiée: elle devient tout 
simplement cos a = cos a !!! 

Deuxième cas limite: on suppose c = 90° et b * 90° et A * 90° 
On peut, quitte à travailler dans le triangle sphérique A 'BC, supposer b < 90°. 

A 

, , 

.. -.--:-.~ ~ -~ ~ ~ ~ 9f ... ---.-_-,-_-._ - _. _._ 
, , , , , , .. :'" ..... , , , 

A' 
FIG 9 : Le triangle sphérique ABC avec un côté droit 

(OA) est l'axe polaire du grand cercle BNB '. Le triangle NBC a deux côtés différents 

de 90°, le côté NB et le côté fiè. On a les données suivantes: 

triangle sphérique ABC Triangle sphérique NBC 
côtés a b < 90° c= 90° côtés -a 90° - b * 90° A * 90° - - - - - -angles A B C angles N=90° 90°- B 180° - C 

La formule s'applique alors au triangle NBC et donne 
cos a = cos(90° - b )cos A +sin(90° - b )sin A cos (90°) = sin b cos A 
On a : cos a = cos b cos(900) + sin b sin(900)cos A . 
La formule cos a = cos b cos c + sin b sin c cosA reste vérifiée. 



33 

Troisième cas limite: on suppose c = 90° et h *" 90° et A = 90° 

A 

A' 

FIG 10 : Le triangle sphérique ABC avec A et c droits 

(OB) est l'axe polaire du grand cercle AC. Le plan (ANA) est médiateur du diamètre 

[BB' ], et l'arc iiè est la moitié du demi grand cercle Bii' ; on a les données 
suivantes: 

triangle sphérique ABC 
côtés a=90° b c= 90 0 

angles - -A =900 B C =90° 

La formule cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A reste vérifiée: elle devient tout 
simplement 0 = cos b x 0 + sin b x 1 x 0 !!! 

Conclusion 

Proposition l 
Pour tout triangle sphérique ABC on a les relations suivantes 

(1) cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A 
(2) cos b = cos c cos a + sin c sin a cos li 
(3) cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C 

(1) a été démontrée dans l'étude des cas. 
(2) et (3) s'en déduisent par permutations. 

Ces formules expriment un côté du triangle sphérique ABC en fonction des deux 
autres et de l'angle compris entre ces deux côtés. Si par exemple on connaît les trois 
données du tableau (sur fond gris clair), on peut en déduire directement le troisième 
côté (encadré), puis les deux autres angles. 
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côtés a b c 
angles - - -A B C 

ce qui correspond à la figure suivante (en gras les éléments connus) 

c 

A 

FIG Il : Premier cas de résolution de triangle sphérique 

Exemples 
1) On reprend la figure 8 du chapitre triangle sphérique et étudions le triangle 

sphérique JMN. 
côtés }=? m=45° n =45° 

angles - - -J = 90° M =? N =? 

K 

JI 

On peut connaître les données manquantes. D'après la proposition 1 on peut écrire 
cos} = cos(45°) cos(45°) + sin(45°) sin(45°) cos(45°) 

cos} = t et} = 60° . Puis toujours en utilisant la proposition 1 

cos(45°) = cos(45°)cos(600) + sin(45°)sin(600)cos Ai 
- 1 -d'où cos M = ~ et M R: 54,7° 

On a le même résultat pour li. 

-2) Soit un triangle sphérique ABC dans lequel b = 100°, c = 40° et A = 35°. 
On peut grâce à (1) calculer cos a; on obtient a R: 67,3°. Puis grâce à (2), on calcule 
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cos li et on en déduit li ::::: 142,3°. Enfin grâce à (3), on calcule cosC et on en -déduit C ::::: 23,6°. 

On peut enfin remarquer que, comme - 1 < cos A < l, et sin b sin c > 0, 
quelles que soient les valeurs proposées pour A, b et c, le nombre 
cos b cos c + sin b sin c cosA vérifie: 

cos b cos c - sin b sin c < cos b cos c + sin b sin c cos A < cos b cos c + sin b sin c 
c'est-à-dire cos(b + c) < cos b cos c + sin b sin c cos A < cos(b - c). 
Il est donc compris entre - 1 et 1 et est le cosinus d'un réel a. On peut donc toujours 
construire un triangle sphérique dont on connaît deux côtés et l'angle qu'ils 
enferment. 

La formule duale des cosinus 
A ,B,C, est le triangle sphérique polaire associé au triangle sphérique ABC. 

Cl 

FIG 12 : Les triangles sphériques ABC et A,B,C, polaires l'un de l'autre 

On rappelle les données suivantes: 

triangle sphérique ABC triangle sphérique A,B,C, 
côtés b côtés - - -a c 180° - A 180° - B 180° - C 

angles - - - angles 180° - a 180° - b 180° - c A B C 

On peut bien sûr appliquer la proposition 1 au triangle sphérique A,B,C, ; on obtient 
alors trois nouvelles formules. 
La formule (1) appliquée au triangle sphérique A,B,C, donne 

- cos A = cos li cos C - sin li sin C cos a. 
On obtient: cos A = - cos li cos C + sin li sin C cos a 
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On en déduit la proposition suivante: 

Proposition 2 
Pour tout triangle sphérique ABC on a les relations suivantes : 

(4) cos A = - cos B cos C + sinB sin C cos a 
(5) cosB =- cosCcosA + sin Csin A cos b 
(6) cos C = - cos A cos B + sin A sin B cos c 

Ces formules expriment un angle du triangle sphérique ABC en fonction des deux 
autres et du côté compris entre ces deux angles. Si par exemple on connaît les trois 
données du tableau (sur fond gris), on peut en déduire directement le troisième angle 
(encadré), puis les deux autres côtés. 

côtés [~)P:§i:) b c 

angles A~;;'i<". . .. :; 
ce qui correspond à la figure suivante (en gras les éléments connus) 

A 

c 

o 
--~ ----- .~.~ 

... ~ .... / 

FIG 13 : Deuxième cas de résolution de triangle sphérique 

Triangles particuliers 
Un triangle rectangle isocèle plan a deux angles égaux à 45° et un angle droit. 

Aucun « vrai» triangle sphérique ne peut avoir de tels angles. La somme des angles 
d'un triangle sphérique, rappelons le, dépasse 180°. Que peut-on dire des triangles 
sphériques isocèles et équilatéraux ? 

Si on suppose que b = c, on peut alors qualifier ABC de triangle sphérique 
« isocèle », alors en soustrayant les égalités (2) et (3) on obtient 

sin a sin c(cosB - cosC) = 0 et cosB = cosC et B = C 

Un triangle sphérique qui a deux côtés égaux a aussi deux angles égaux. 
Si b = c = 70°, et A = 50°, alors cos a = cos2(700) + sin2(700) cos(500) ~ 
0,68 d'où a ~ 46,8°; grâce à (2), on peut ensuite trouver B. 

Si on suppose que a = b = c, on peut alors qualifier ABC de triangle sphérique 
équilatéral. Les formules (1), (2) et (3) permettent d'écrire 
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cos A = cos B = cos C = cosa.- cos2a = cosa . 
sm2a 1 + cosa 

Les trois angles sont donc égaux; leur somme dépassant 180°, chaque angle d'un 
triangle sphérique équilatéral dépasse 60°. Par ailleurs angle et côté d'un triangle 
équilatéral sont liés par l'égalité ci-dessus: si on connaît l'un, on peut trouver l'autre. 

Si a = b = c = 40°, cos A = cos 13 = cos C ~ 0,434 et A = 13 = C ~ 
64,3° 

Si a= b= c=60°, cosA = cos13 = cosC =let A = 13 = C ~ 70,5°. 
3 

Si a =b = c = 90°, cos A = cos 13 = cos C = 0 et A = 13 = C = 90°. 
Enfin il n'existe aucun triangle sphérique équilatéral dont le côté dépasse 
120°. On a vu que la somme des trois côtés est inférieure à 360°. D'ailleurs 

l'étude de la fonction a ---+ cosa le confirme: elle est strictement 
. 1 + cosa 

décroissante sur ]0° ; 1800 [ et bijective de ]0° ; 1200 [ dans ]- 1 ; 0,5[ 

Si on suppose que 13 = C, on en déduit en soustrayant (5) et (6) que cos b = 

cos c et on obtient b = c. Un triangle sphérique qui a deux angles égaux a deux côtés 
égaux. 

Que peut-on dire d'un triangle sphérique ABC « équiangle », c'est à dire tel 
que A = 13 = C ? Les relations (4), (5), (6) donnent: 

cosÂ+cos2 Â cosÂ 
cos a = cos b = cos c = 2 A = A 

sin A l-cos A 
La somme des trois côtés étant inférieurs à 360°, on en déduit que les côtés d'un 
triangle équiangle sont égaux et inférieurs à 120°. 

Si A = 13 = C = 70°, alors cos a = cos b = cos c ~ 0,51 d'où a = b = c ~ 
58,7°. 

- - - 1 Si A = B = C = 120° alors cos a = cos b = cos c = -_. , 3 ' 

d'où a = b = c ~ 109,5°. 

Si A = Ii = C = 135° alors cos a = cos b = cos c = -:fi . 
, 2+-{ï' 

d'où a = b = c ~ 114,5°. 

La formule des sinus 
La formule des sinus, analogue à celle qu'on connaît dans les triangles plans 

est centrale en trigonométrie sphérique depuis le XIe siècle. Ce type de formule est 
d'un emploi particulièrement commode. De forme multiplicative, elle autorise à 
partir du XVIIe siècle l'usage du logarithme; de ce fait elle a été abondamment 
utilisée pour résoudre les triangles. 
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Proposition 3 
Pour tout triangle sphérique ABC on a : 

" " " 
(7) s~A = s~B = s~C 

sma smb sme 

Démonstration 
De la formule (1) on déduit 

cos Â = cosa ~ ~o.sbcose ; il s'en suit que 
sm srne 

sin 2 Â 1- cos2 Â 
=----

sin2 a sin 2 a 

=---
( cos a - cos b cos cr 

sin2 a sin 2 asin 2 bsin2 c 

sin2 bsin2 e-cos2 a-cos2 bcos2 e+2cosacosbcose 
=-------~--~-~--------

sin2 asin 2 bsin 2 e 

(1- cos2 b)(1- cos2 e) - cos2 a-cos2 bcos2 e+ 2 cos acosbcos e 
= 

sin2 asin 2 bsin2 e 

1-:- cos 2 a - cos 2 b - cos 2 e + 2 cos a cos b cos e 
=------~-~-~------

sin2 asin 2 bsin2 e 
= f(a,b,e) 

L'expression obtenue est symétrique en a , b, c; on peut alors en déduire que 

sin2 Â sin2 Ê sin2 ê 
-'-2 - = -'-2 - = -. -2 - ; et comme les côtés et les angles du triangle sphérique 
sm a sm b sm e 

sont compris dans l'intervalle ]0°; 180°[, chacun de leur sinus est strictement 
positif; la relation (7) s'en déduit aussitôt. 

Lorsque le triangle sphérique a de « petits» côtés, leurs sinus leur sont presque égaux 
et la formule des sinus est presque celle des triangles plans, ce qui est logique 
puisque le triangle sphérique est alors lui-même presque plan. 
Enfin la formule « duale}) des sinus, que l'on obtient en écrivant la formule des sinus 
dans le triangle polaire associé au triangle ABC est équivalente à la formule des sinus 
elle-même. 

Remarque sur la résolution des triangles 

Si dans un triangle sphérique on connaît deux angles (respectivement deux 
côtés) et un des côtés en vis à vis (respectivement un des deux angles autre que celui 
compris entre les deux côtés) on peut presque en déduire l'autre côté en vis à vis 
(respectivement l'autre angle). Pourquoi presque? Ici, et contrairement aux relations 
(1) à (6), la formule permet de calculer un sinus. Et chacun sait qu'un angle et son 
supplémentaire ont le même sinus!!! 
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On obtient deux nouveaux cas de résolution de triangles sphériques, illustrés sur les 
figures ci-après, les éléments gras étant supposés connus. 

côtés 

angles 

A 

c 

FIG 14 : Troisième cas de résolution de triangle sphérique 

côtés 

angles 

c 

A 

'Q 
...... -;' 

_ ---- 0 •• 
0

" 

FIG 15 : Quatrième cas de résolution de triangle sphérique 

Exemples 

1) Supposons A = 45° ; a = 60° ; B = 60° ; que peut-on dire de b ? 
sin(45°) = sin(600) donc sin b = sin2(600) = _3_ ~ 1 06 
sin(600) sinb sin(45°) 2,[2 , 

Un tel triangle sphérique n'existe pas! 

2) Supposons A = 60° ; a = 70° ; B = 50° ; que peut-on dire de b? 

·1· 1 1· (7) déd . . b sin(700)sin(500) En utI lsant a re atlOn , on en Ult que sm = ---'--------"----'-------'-
sin(600) 

~ 0,831 ; a 

priori il Y a deux possibilités pour b qui sont b ~ 56,2° ou b ~ 123,8° ; et donc a priori 
deux triangles sphériques possibles. 
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Pour trouver b on ne peut utiliser ni les fonnules de la proposition l, ni celles de la 
proposition 2. Et aucune des fonnules de trigonométrie sphérique donnée ci-dessus 
ne permet de donner C et c . 

Autres formules multiplicatives 
Les formules données jusqu'à présent ne pennettent pas de résoudre tout type 

de triangles, comme on vient de le voir dans l'exemple ci-dessus. La formule des 
sinus a, par rapport à celles des cosinus, l'avantage d'être multiplicative, et de se 
prêter à l'usage des logarithmes. On peut déduire de la relation (1) une autre famille 
de relations « multiplicatives» qui permettent de trouver les angles connaissant les 
trois côtés du triangle. La formule des cosinus le permet déjà, mais sa structure 
additive ne permet pas l'usage des logarithmes. 

Proposition 4 
Pour tout triangle sphérique ABC on a 

(8) . 2(Â) 1 . (a+b-C) . (a-b+C) sm - = xsm xsm 
2 sinbsin C 2 2 

(9) . 2(Ê) 1 . (b+c-a) . (b-c+a) sm - = x sm x sm .' 
2 sincsina 2 2 

( 1 0) . 2 (ê) 1 . (c + a -b) . (c -a + b) sm - = xsm xsm 
2 sin asinb 2 2 

Démonstration 

On utilise à nouveau la formule (1) des triangles sphériques. 

• 2 ( Â) 1- cos Â sm - =---
2 2 

= !(l- cosa-cosbcOSC) 
2 sinbsin c 

= !(sinbsin c+ cosbcos c- cos a) 
2 sinbsin c 

= ~(COS(b - c)-cosa) 
2 sinbsinc 

= sin b1Sin c sin ( a + ~ - c )sin ( a - ~ + c ) 

La dernière égalité provient de la fonnule classique 

cosp-cosq= -2sin( p;q)sin( p~q)= 2sin( P;q)sin( q; p) 
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On obtient par pennutation les fonnules (9) et (10). 

On pourrait réécrire ces trois égalités en faisant intervenir le « demi-périmètre» 

a+b+c d . 1 h" Cl d . p = 2 u trIang e sp enque. e a onneralt: 

(8) sin2(AJ= . 1. sin(p-b)sin(p-c) 
2 smbsmc 

de même pour (9) et (10). 

Enfin on peut en déduire trois fonnules « duales» en considérant le triangle 
sphérique polaire associé à ABC. Ces fonnules pennettent de trouver les côtés 
connaissant les trois angles et se prêtent à l'usage des logarithmes. 

Proposition 5 
Pour tout triangle sphérique ABC on a 

(11) 2(a) 1 (A+B-êJ (A-B+ê) cos - = A A cos cos 
2 sin BsinC 2 2 

(12) 2(b) 1 (B+ê-AJ (B-ê+AJ cos - = A A cos cos 
2 sinCsin A 2 2 

(13) 2(C) 1 (ê+A-BJ (ê-A+BJ cos - = A A cos cos 
2 sin A sin B 2 2 

Relations liant cinq éléments d'un triangle sphérique 
Les différentes fonnules données précédemment lient quatre éléments d'un 

triangle (soit les trois côtés et un angle, soit les trois angles et un côté, soit deux côtés 
et deux angles). On va en établir de nouvelles liant cinq éléments. Elles pennettent, 
en théorie, de régler des cas qu'on ne peut pas traiter avec les fonnules précédentes. 
Si par exemple on connaît deux côtés et les deux angles opposés à ces deux côtés, ni 
les formules des cosinus, ni la formule des sinus ne pennet de trouver les éléments 
manquants. 

Proposition 6 
~ ~ 

(14) cos asinb -sin acosbcosC = sin ccos A 
.... " 

(15) cosbsin a-sin bcos acosC = sin ccos B 

Démonstration 
On reprend les fonnules établies dans la proposition 1. 
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~ 

D'après (1) on a cosa = cosbcose+sinbsinecosA et d'après (3) on a 
" cos e = cos a cos b + sin a sin b cos C . On en déduit donc : 

cos a = cosb( cos acosb+sin asinbcos ê)+sinbsin ecos Â 

= cos acos2 b +sin asinbcosbcosê + sinbsin ecos Â 

Puis il vient par soustraction sin2 bcos a-sin asinbcosbcosê = sin bsin ecosÂ 
En divisant par sinb on obtient la fonnule (14) de la proposition 6 
La fonnule (15) se démontre selon le même principe: on remplace dans (2) cose par 
sa valeur obtenue avec (3). 

Grâce au triangle sphérique polaire associé, on en déduit une nouvelle famille 
de formules liant trois angles et deux côtés. Elles sont données dans la proposition 
suivante. 

Proposition 7 
~ ~ - - -

(16) cos Asin B +sin A cos Bcosc = sinC cos a - - - - -(17) cos Bsin A +sin Bcos A cos e = sin Ccosb 

Par permutation des lettres dans les fonnules (15) à (17) on obtiendrait quatre 
autres formules liant les trois côtés et deux angles et quatre autres formules liant les 
trois angles et deux côtés. 

On peut déduire de ces fonnules une nouvelle série de formules liant deux 
côtés, l'angle compris entre ces deux côtés et l'angle opposé à l'un des deux côtés. 
On obtient la proposition suivante. 

Proposition 8 
~ ~ ~ 

(18) cot asinb- cot AsinC = cosbcosC 
~ ~ ~ 

(19) cotbsina-cotBsinC = cosacosC 

Démonstration 
On reprend la formule (14) et on divise chaque membre par sina. Cela donne: 

" . " sin ecos A 
cot asm b - cos b cos C = ----

sina 
" 

M · sin e sin C d' '1 &. 1 d· . b· l' b . 1 &. 1 ais -.- = --~- , apres a lonnu e es smus ; SI ten que on 0 tIent a lonnu e 
sma sinA 

(18). On obtient de même (19), et on obtient quatre nouvelles formules par 
permutations et on peut établir une nouvelle série de formules « duales» en utilisant 
le triangle sphérique polaire associé. 

Un exemple litigieux 
~ ~ 

ABC est un triangle sphérique pour lequel on a a = 70°, A = 60°, et B = 50°. On 
sait que deux triangles peuvent vérifier ces conditions et la formule des sinus permet 
d'évaluer b. On a trouvé précédemment b :::; 56,2° ou b :::; 123,8°. On connaît donc 



43 

quatre éléments du triangle: deux angles et les deux côtés opposée à ces angles. On 
souhaite évaluer le côté manquant c. La formule (16) permet d'écrire 

~ 

cos(600)sin(500) + sin(600)cos(500)cos c = sin C cos(600) 
~ 

L +: 1 d· dl· C~ sin csin A 0 b . 1 1 a lormu e es smus permet e remp acer sm par . . n 0 tIent a ors a 
sma 

relation suivante 

cos(600)sin(500) + sin(600)cos(500)cos c = sin(600) sin c. 
tan(700) 

C'est une équation du type u cos c + v sin c = w où l'inconnue est c. Elle n'est guère 
engageante mais on connaît une méthode pour la résoudre. Le lecteur courageux peut 
le faire ... 

Les formules particulières aux triangles sphériques 
rectangles 

Dans le cas où le triangle sphérique possède un angle droit, alors, quels que 
soient les deux éléments supplémentaires connus, on peut toujours en déduire 
simplement les trois éléments inconnus. Si bien que les cas litigieux pour un triangle 
sphérique quelconque peuvent être résolus malgré tout assez simplement. Il suffit de 
partager le triangle sphérique en deux triangles sphériques rectangles bien choisis. 

On suppose à présent que ABC est un triangle sphérique rectangle en Ac' est à 
~ ~ ~ 

dire tel que A = 90°. Le côté a est l'hypoténuse. On a forcément B + C > 90°. 

On reprend les formules précédentes en remplaçant A par 90°. Elles vont se 
simplifier considérablement et on va obtenir une série de formules simples et toutes 
multiplicatives. 

//// __ ~--N- ~:::.:~_,., ... _, 

.. ~ .. ~ :. 

FIG 16 : Le triangle sphérique ABC rectangle en A 
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(1) devient : 

1 
( l ') cosa = cosbcose 
Formule qui lie les trois côtés d'un triangle sphérique rectangle. 

On pourrait dire que cette fonnule correspond au théorème de Pythagore des 
triangles plans. 
Si l'un des trois côtés d'un triangle sphérique rectangle est un quart de grand cercle, 
il y a forcément un deuxième côté égal à un quart de grand cercIe. On l'a constaté sur 
la FIG 10. 
Si l'hypoténuse est plus grande qu'un quart de cercIe, alors un des côtés de l'angle 
droit et un seulement aussi. 
Si l'hypoténuse est plus petite qu'un quart de cercIe, alors soit les deux côtés de 
l'angle droit sont plus petits qu'un quart de cercle, soit il sont plus grands qu'un quart 
de cercIe. 
Remarquons enfin que si dans un vrai triangle sphérique ABC l'égalité ci-dessus 

~ 

cosa = cosbcose est vérifiée, alors on en déduit que sin b sin e cos A = 0 et donc que 

cos Â = 0 (puisque par hypothèse sinb et sine sont non nuls), et ABC est rectangle en 
A. La formule (1 ') caractérise les triangles sphériques rectangles, tout comme le 
théorème de Pythagore caractérise les triangles rectangles plans. 

(4) devient: cosa sin li sin C = cos li cos C ce qui donne 

(4') cosa = cot B cot C 1 

~ ~ 

Formule qui lie les deux angles autres que le droit et l'hypoténuse. 

~ ~ 

Si l'hypoténuse est égale à un quart de cercIe, alors l'un des deux angles B ou C 
est droit. 

~ 

Si ABC possède, en plus de l'angle A un (respectivement deux) angle(s) droites), 
alors nécessairement a = 90° et ABC possède quatre (respectivement six) éléments 
droits. 

(5) et (6) deviennent 
~ ~ 

(5') cos B = sin C cos b 

(6') cosC = sin li cos e 
Formules qui lient les deux angles autres que le droit et un côté autre 
que l'hypoténuse. 

Un angle autre que le droit et son côté opposé sont forcément de même nature (c'est 
à dire tous deux aigus ou tous deux obtus) 
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(7) donne: 

1
· (B~) sinb sm =-.-

(7') s~ a 

sin (ê) = s~n e 
sma 

Formules qui lient un angle autre que le droit, le côté opposé à cet angle 
et l'hypoténuse. 

Ces fonnules rappellent les fonnules de trigonométrie classique dans les triangles 
plans. 

Les formules (2) et (3) quant à elles deviennent 

cos b = cos e.cos b cos e + sin e sin a cos li 
cos bel - cos2e) = sin e sin a cos li 
cos b sin2e = sin e sin a cos li puis en divisant par sin e 

cos b sin e = sin a cos li puis en remplaçant cosb par casa en supposant e::;t. 90° 
case 

cos a tan e = sin a cos B ; on en déduit 

~ 

(2') tan e = tan a cos B 
pour tout triangle rectangle en A tel que e ::;t. 90° et a ::;t. 90° 

(3') tan b = tan a case 
pour tout triangle rectangle en A tel que b ::;t. 90° et a ::;t. 90° 
Formules qui lient l'hypoténuse, un angle autre que le droit et son côté 
adjacent. 

De ces deux formules on déduit à nouveau 

tane _ 
tanb 

cos(Ê) sin (ê)cosb 
= ---'--'---- d'après (5') ; il s'en suit 

cos(ê) cos(ê) 

(2") tan e = tan C sin b 
pour tout triangle rectangle en A tel que e ::;t. 90° et a ::;t. 90° 

(3") tan b = tan B sin e 
pour tout triangle rectangle en A tel que b ::;t. 90° et a::;t. 90° 
Formules qui lient un angle autre que le droit et les deux côtés autres 
que l'hypoténuse. 
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Ces formules rappellent les formules de trigonométrie dans les triangles rectangles 
plans. 

Divers cas de résolution de triangles sphériques rectangles 

Un triangle sphérique rectangle est résoluble dès lors que l'on connaît trois de 
ses six éléments, l'angle droit et deux autres éléments. Les triangles sphériques 
rectangles sont plus simples à utiliser que les triangles sphériques quelconques, 
comme en géométrie plane ... 

Les triangles sphériques rectangles en A sont de trois sortes selon qu'ils 
possèdent un, deux ou trois angles droits. On les configurations suivantes: 

côtés a ;é90° b;é 90 0 c ;é90° 
angles ~ " ...... 

A =900 B ;é90° C ;é90° 

" ~ 

Dans ce premier cas, b et B sont de même nature tout comme c et C . 

côtés a =90 0 b = 90 0 c ;é90° 
angles " " " A =900 B = 90 0 C = CO 

Les triangles de ce type sont tels que C est un pôle du grand cercle AB. 

côtés a = 90 0 b = 90 0 c = 90 0 

angles " " ~ 

A =900 B = 90 0 C = 90 0 

Les triangles de ce type représentent un huitième de la sphère. 

On s'intéresse à présent aux triangles sphériques rectangles relevant de la 
première configuration, c'est à dire avec un seul des six éléments droit. On adopte la 
convention suivante: on note sur la figure en gras les deux éléments connus en plus 

" de l'angle droit A . 



Premier cas de figure 

On connaît A, b, c; 
On connaît donc la nature de Set C ; 
grâce à (l') on trouve a; 

grâce à (2' ') et (3") on trouve Set C 

Deuxième cas de figure 

On connaît A, c et l'hypoténuse a ; 

On connaît donc la nature de C ; 
grâce à (l') on trouve b et on a a nature 

deS· , 
grâce à (2') et (3') on trouve Set C 

Troisième cas de figure 

On connaît A , B et c ; -On connaît donc la nature de b et C ; 

grâce à (6') on trouve C 
grâce à (4') on trouve a; 
grâce à (I ') on trouve b 

Quatrième cas de figure --On connaît A , C et c ; 
grâce à (7') on trouve sina ; -grâce à (6') on trouve sin B ; 
grâce à (7') on trouve sinb 
Dans ce cas on trouve deux triangles : le 
premier avec a aigu, le deuxième avec a 
obtus. 

Cinquième cas de figure - -On connaît A , a et C ; 
On connaît donc la nature de c ; 
grâce à (7') on trouve c ; -grâce à (2') on trouve B 
grâce à (3 ') on trouve b 

Sixième cas de figure 

On connaît les trois angles A, S, C 
On connaît donc la nature de b et c ; 
grâce à (5') et (6') on trouve b et c; 
grâce à (I ') on trouve a 
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Quelques résolutions de triangles sphériques 
Les trois premiers exemples qui vont suivre sont extraits des œuvres mathématiques 
de Simon Stevin. Nous allons les résoudre en utilisant les formules établies dans ce 
chapitre. Mais nous verrons dans le prochain chapitre comment Stevin les résolvait. 
Le quatrième exemple reprend le cas litigieux évoqué plus haut et le résout. 

Premier exemple 

ABC est rectangle et on a les données suivantes 
côtés a b= 50° c = 29°30' 

angles - - -A B =90° C 
cosb 

cos b = cos a cos c donc cos a = -- ~ 0,73853 ; d'où a ~ 42°24' 
cosc 

~ ~ ~ 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A, d'où cos A ~ 0,47474 et A ~ 61 °39' 
~ ~ ~ 

cos c = cos b cos a + sin b sin a cos C, d'où cos C ~ 0,76592 et C ~ 40° 

Deuxième exemple 

ABC est rectaIè re (avec un côté droit) et on a les données suivantes 
côtés a b=90° c = 68°37' 

angles - - -A B = 68°27' C 
~ 

La formule des sinus donne a priori deux valeurs possibles pour l'angle C. On 
~ ~ 

obtient C ~ 60° ou C ~ 120°. 
~ ~ ~ 

La formule (19) cotbsina-cotBsinC = cosacosC se simplifie car cot b = 0; on 
~ ~ ~ 

b . -cotBsinC -tanC 
o tIent cos a = ~ = ~ 

cosC tanB 
~ 

Si on suppose C = 60°, cela conduit à a ~ 133°10'. 
~ ~ 

Puis la formule des cosinus donne cos a = sin c cos Ad' où A ~. 137° 17' . 
On a donc la solution suivante: 

côtés a = 133°10' b=90° c = 68°37' 
angles - - -A = 137°17' B = 68°27' C =60° 

~ 

Si on suppose C = 120°, cela conduit à a ~ 46°50'. 
~ 

La formule des cosinus donne alors A ~ 42°29' 
On a donc la solution suivante: 

côtés a=46°50' b=90° c = 68°37' 
angles - -A = 42°29' B = 68°27' C = 120° 

Cette dernière solution ne fournit pas un trIangle sphénque. La formule des cosinus 
~ ~ 

donne ici cos c = sin a cos C et cette égalité ne peut être réalisée puisque C et c ne 
sont pas de même nature (les deux membres de l'égalité sont de signes différents). 
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On pourrait retrouver aussi ces résultats en travaillant dans le triangle sphérique 
polaire de ABC. Ce triangle AJBPJ serait alors rectangle en BJ et résoluble. On en 

déduit ses six éléments puis ceux de ABC. 

Troisième exemple 

ABC est quelco nque et on a es d onnees sUIvantes 
côtés a b= 50° c=81°19' 

angles - -A B C =40° 
~ 

La formule des sinus fournit deux valeurs a priori possibles pour B ; on obtient soit 
~ ~ 

B ~ 29°53' soit B ~ 150°7'. 
Contrairement à la situation précédente, la formule (19) ne se simplifie pas et son 
emploi conduit à résoudre l'équation d'inconnue a suivante: 

~ 

cot(500)sin a - cot B sin( 40°) = cos( 400)cos a. 
On va plutôt construire le demi grand cercle qui passe par A et est perpendiculaire au 
grand cercle BC. Soit D le point d'intersection de ce demi grand cercle et du grand 
cercle BC. On a ainsi fabriqué deux triangles sphériques rectangles, ABD et ACD . 

. A 
:'-

D 

On a pour chacun d'eux les données suivantes: 
Pour le triangle A CD 

côtés 
..--.. ..--.. 

a=CD c= AD 

angles - -A C =40° 
Pour le triangle ABD 

côtés 
..--.. ----a= DB b= AD 

angles - ~ 

A B 

B 

d= 50° 

90° 

d=81°19' 

90° 

On résout d'abord le triangle sphérique rectangle ACD. Son hypoténuse est aiguë; 
donc les deux autres côtés, et les deux angles non droits, sont de même nature c'est-

à-dire aiguë comme C. La formule des sinus donne la valeur de c = AD ~ 29°30'. 

La formule (2 ') donne tan a = tan d cos C ; d'où a = CD ~ 42°24' . -La formule des sinus donne alors la valeur de A ~ 61°40'. 
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On peut alors ré d 1 1 ABD 0 sou re e trIangl e n a mamtenant es d é suivantes: onn es 
côtés a b = 29°30' d=81°19' 

angles - ~ 

90° A B .. 
La fonnule (1') pennet le calcul du trOIsIème côté: ---cos d= cos a cos b donne a = DB ~ 80°1'. 
Tous les côtés sont aigus donc tous les angles aussi. On a nécessairement 

~ 

La fonnule des sinus donne enfin la valeur de A ~ 85°3'. 
Il ne reste plus qu'à recoller les morceaux pour résoudre le triangle de départ. 
~ 

A ~ 85°3' + 61°40' = 146°43'. 
~ 

B ~ 29°53'. 
A ~ 42°24' + 80°1' = 122°25'. 

Retour au cas de figure litigieux 

Le troisième cas détaillé ci-dessus fait partie des cas litigieux. Plus 
généralement, si ABC est un triangle sphérique quelconque dont on connaît les quatre 
éléments A, a, li, b, on peut le résoudre en utilisant deux triangles sphériques 

rectangles. Il suffit pour trouver C et c de construire l'arc EH perpendiculaire au 

côté AB, avec H appartenant au grand cercle AB, de sorte que les triangles sphériques 
...--, --CAH et CBH sont rectangles en H et résolubles. On en déduit alors AH etACH; puis 

...--, -- ,--., 
BH et BCH; puis par addition, si CH est intérieur au triangle ABC, ou par 

soustraction si EH est extérieur au triangle AB, on en déduit AB = c et C. La 

« hauteur» EH du triangle sphérique ABC est intérieure au triangle si les deux angles 
de sommets A et B sont de même nature (tous deux aigus, ou tous deux obtus), elle 
est à l'extérieur du triangle dans le cas contraire, comme on le voit sur les figures ci­
dessous. 
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FIG 17 : La hauteur CH intérieure au triangle ABC et à son supplémentaire ABC' 

FIG 18 : La hauteur CH extérieure à ABC 

On reprend l'exemple litigieux et on va le résoudre, On rappelle les données 
~ ~ 

A = 60°, a = 70°, et B = 50°, 
Et on choisit parmi les deux possibilités de b la valeur b ~ 56,2°, On peut considérer 
que c'est le triangle de la FIG 17, Les deux angles autres que celui de sommet C étant 
aigus, la hauteur CH est à l'intérieur du triangle, 

..-- ~ 

Dans le triangle rectangle BCH on a tanBH = tan acosB ~ 1,76 et BH ~ 60,5°, 
...-- ~ ...--

Dans le triangle rectangle ACH, on a tan AH = tanbcos A ~ 0,74 et AH ~ 36,8° 
...--

Finalement c = BH + AH ~ 97,3°, 
~ 

fi 1 d 'd 'C~ sincsinA 0914 0 d'd' ~C 661° La ormu e es SInUS onne SIn = ~" n en e mt ~ , .ou 
sin a 
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. ~ cosc-cosacosb 
La formule des cosmus donne cos C = ~ - 0,406. 

sinasinb 

La solution est donc C ~ 113,9°. 
On peut vérifier que l'autre éventualité b ~ 123,8° conduit à une impossibilité. Cela 

------donnerait AH ~ 143,2° puis c ~ 184,3° ; et a + b + c> 360°. 

Il existe donc un seul triangle sphérique qui vérifie A = 60°, a = 70°, et li = 50°. 
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La trigonométrie sphérique au XVIe 
siècle enseignée par Simon Stevin 

La démarche des mathématiciens du xvr siècle n'est évidemment pas celle 
utilisée dans le chapitre précédent: le cosinus n'existe pas; le sinus n'est pas encore 
une fonction; on calcule des sinus, des tangentes, des sécantes d'angles ou d'arcs en 
choisissant une valeur de rayon qui représente le sinus de l'angle droit ; Stevin 
choisit dans les exemples qu'il expose R = 10000. L'outil de démonstration est la 
propriété des triangles semblables. La définition des lignes trigonométriques 
utilisées, sinus, tangente, sécante, et verse est rappelée ci-dessous. 

sin(900) = DA 

sin (AB) = sin (ToB) = BI 

tan(AB) = tan(ToB) =AT 

sec (AB) = sec( ToB) = DT 

verse (AB) = verse ( ToB) = AI 

T~' ________ ~~~~ ________ 7T 

A' 

Une ligne trigonométrique est avant tout la longueur d'un segment. Il existe des 
tables de sinus, de tangentes, de sécantes remarquablement précises donnant des 
résultats entiers et liés à la valeur du rayon choisi. 
Un angle et son supplémentaire ont les mêmes sinus, tangentes et sécantes. Cela rend 
nécessaire la connaissance a priori de la nature de l'angle, ou de l'arc (aigu, obtus ou 
droit). 
En langage moderne, la sécante correspond à l'inverse du cosinus et le verse 
correspond à 1 moins le cosinus. Et bien sûr sin(900) = 1. 

Nous allons ici brièvement analyser le troisième livre Des triangles 
sphériques. C'est une partie des œuvres mathématiques de Simon Stevin de 
Bruges, extraite du second volume La cosmographie. Ce livre se compose de trois 
parties. Dans la première Stevin énonce et démontre des résultats généraux sur les 
triangles sphériques, et les triangles sphériques rectangles, ainsi que quelques 
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propriétés de trigonométrie plane. Il s'intéresse précisément à la nature des angles ou 
côtés des triangles sphériques qui peuvent être aigus, obtus ou droits. Ces résultats lui 
seront utiles dans les parties suivantes. Connaissant une ligne trigonométrique (par 
exemple le sinus d'un angle) et la nature de cet angle (par exemple obtus), il pourra 
en déduire la valeur de l'angle, grâce aux tables. 

Dans la deuxième partie, il démontre neuf théorèmes correspondant à neuf 
formules de trigonométrie sphérique. 

Dans la troisième partie, qui constitue une sorte d'apothéose, il prouve que 
tout triangle sphérique dont on connaît trois des six éléments est résoluble. Il passe en 
revue tous les cas possibles de résolution ce qui rend la lecture fastidieuse. 
Cependant il met en place un système de représentation et un index très astucieux, 
reAproduit ci-après, qui facilite l'usage. Ainsi, par exemple, un astronome ayant à 
résoudre un triangle sphérique dont il connaît deux angles aigus et le côté situé entre 
ces deux angles trouvera dans l'index à quelle page du livre est résolu ce type de 
triangle. 

Lorsque nous citerons Stevin, nous écrirons en italique. Lorsque nous 
jugerons préférable de modifier pour faciliter la compréhension, le texte de Stevin, 
nous utiliserons les caractères droits. 

Pour démontrer les formules de trigonométrie sphérique, Stevin procède à 
l'envers de la démarche exposée dans le précédent chapitre: il commence par étudier 
les triangles sphériques rectangles, et ensuite il en déduit les résultats généraux sur 
les triangles sphériques. Il va du particulier vers le général, n'omettant aucun cas 
particulier et opérant une classification très minutieuse des triangles. Son objectif est 
de « résoudre» n'importe quel type de triangle sphérique. Tout est démontré, et 
illustré. Les démonstrations sont claires et se présentent selon le plan suivant: 

les données écrites et illustrées par une figure, 
le requis reformulé, 
la préparation de la démonstration où la figure est complétée, 
la démonstration proprement dite. 

Stevin donne d'abord deux définitions: la première décrit un triangle 
sphérique comme superficie sphérique comprise entre trois arcs de cercles majeurs 
(c'est à dire de grands cercles), chacun moindre qu'un demi-cercle; la seconde -donne la grandeur de l'angle sphérique. L'angle BAC d'un triangle sphérique ABC a 

...--
pour mesure celle de l'arc DE qui a pour pôle A et qui coupe les grands cercles AB et 
ACenDetE. 
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Soient A Il. AC, dCll:cm;~ de: at'des ITI:1jCl1fS., f:LÏ­
LInt Ltllgle fphel:Jlluc n AC: Apn.'!O [ui t D E un allU'C 

arc de ,('rde majeur," dcfcri[ cl'me lé5 deux ar,s: Je !"aIl­
gIc AB, AC, far le poinét de 1· Jongle :\ cam me pole·: 
Cc qui dbnt !lil1fi , je dis que la grandcur de l'angle: 

BA C,fc dcnote âvc:C rare 0 E.Com­
me p.u exemple le mt fine :1rc D E 
Cfi:1l1 [ d.e S 0 dcgr on dit b gr;tndcur 
GC A cRre de Ho deg!'. SOiCIH pour 
plus ample dc:cb.r:uioll entre: 0 A & 
E A ~ mis Jc.s poil1lh l~, C, & cirez les 
~rc:; de cerdC'~ makttrs F G" Be: 

Stevin est conscient de la difficulté à représenter sur le papier les figures 
sphériques, tout en insistant sur la nécessité de ces dessins. Aussi conseille-t-il 
d'utiliser une sphère céleste ou terrestre, ou même une petite boule de cire dont le 
diamètre est d'environ un pouce4, d'y marquer les grands et petits cercles, les angles 
sphériques aigus et obtus, les effaçant après usage. «Tellement que ceux qui se 
veulent exercer en cette matière s'en peuvent pourvoir, afin d'entendre ainsi 
clairement et facilement ce qu'autrement aux figures plates des livres est plus 
obscur. » 

Yeu qu'cll b doclrinc des aus roathc:m,ltiqt1Cs,c'c~ 
un grand:td vl ntagc, que: les tigures dom on fè (en pOli( 

la. dc:d.mu:ion .. lu defiHn , aycnt bonne: rdfcmbla~ 
;wec le dCllOrc:,& que trbngles lpheriqm:,sa.\'tc d'aums-­
arts y 3pp.ancoanu , {uuven,1: Ile re peuvcu~ bitn imiltf 
enpla.n fur du papjcC' , ce qU1 rend b. d.ottnllt plus ob. 
l'Cure: On prend à .kdle hn un~ {i,b(."l'e cc1cilc ou It't­
reilr!: 7 a"cc I~s ccrdes diftingt1cz Cil dcgrt_z, OU une 
fpherc Je bois r ou d'aucre- malietc ColiJc , lur'bqucllc 
on marqne d~,!; ales de longucut' cognui:': ~~ fi ct n.". 
noir. que pour cl1tcll~irc lcs thcorc [ne.,; 7 'Iut n ?nl pOlIlt 

unr:qu:uHite: de Jegrc:z clprjfl1e~, on peur ;1\1111 pren~ 
~Ollr ..::cb. comme a. 6it SdlJ EXHUm,t'~ une petile bouft 
(,Ic circ ja.une, dom le dLtmc[l("' ruir~llvjron d'un~ pout­
ce, y tnan..lu:mt ddfLlS tels I;~rdc$; /5( !Ires grands &~ 
ris, angles d r()its~ digus 1 &: obtus 1 comme ta th,ok ~Ir­
quiert, les cffa.çmt aprcs, comme on efface I.dê.~mlt 
ddlùs un.:ardoi(I!·" -" y mettll1E' d~rC'chC'f d'autresltlon 
noll:rc ddir,cc-qu1 fcn: de beaucoup pour lïnugin:ulll. 
T dlcll1Cnt que ccliX qui i~ \'cultnt C"xt.:rçcr c n c~n~ ~A 
tlcrc,s"en p~UVCl1t puul\'oir, :lfin c)'cnlcl1dr.t: ;lInfidJl. 
rC'nlcm & l:lcilcmc m, cc qU';lU!l't:mcm :lUX figures plu. 
tes des livres cil [.Ius ob(èur. 

4 Un pouce est environ égal à 2,5 cm 
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Première partie: catalogue des cas 
Dans cette première partie, Stevin prépare le terrain pour les formules de 

trigonométrie sphérique à venir. Il énonce et démontre dix huit théorèmes qui 
donnent des résultats généraux sur les triangles sphériques et les triangles sphériques 
rectangles. Il envisage tous les cas de figure selon la nature des angles (droit, aigu ou 
obtus) et des côtés (inférieur, supérieur ou égal à un quart de grand cercle). Les 
démonstrations accompagnées de figures font le plus souvent intervenir des 
situations particulières connues: l'un des côtés du triangle est prolongé en un demi 
grand cercle, ou en un quart de grand cercle; un des sommets du triangle est 
considéré comme pôle d'un grand cercle ... 

Puis il donne quatre relations de trigonométrie plane entre les lignes 
trigonométriques des angles et de leurs complémentaires. Ces relations ne sont pas 
données sous la forme de formule algébrique, mais énoncées comme des analogies, 
c'est à dire des situations de proportionnalité, ou « règle de trois». Nous allons 
donner, autant que faire se peut, ces théorèmes dans une formulation contemporaine 
plus parlante. 

Théorème 1: Si un grand cercle C passe par le pôle d'un grand cercle C', alors ces 
deux grands cercles sont perpendiculaires. 

Ce théorème s'accompagne de treize conséquences. 

Théorème II : ABC est un triangle sphérique rectangle en B ; 

si l'arc AB est inférieur à un quart de grand cercle, alors l'angle opposé ê est aigu; 
" si l'arc AB est supérieur à un quart de grand cercle, alors l'angle opposé C est 

obtus; 
....-- " 

si l'arc AB est égal à un quart de grand cercle, alors l'angle opposé C est droit et A 
.--.. 

est un pôle de l'arc BC . 

Théorème III : ABC est un triangle sphérique rectangle en B ; 
.--.. 

si les arcs AB et BC sont tous deux inférieurs ou tous deux supérieurs à un quart de 
.--.. 

grand cercle, alors l'hypoténuse AC est inférieure à un quart de grand cercle; 
....-- .--.. 

si l'un des arcs AB et BC est inférieur et l'autre supérieur à un quart de grand 
.--.. 

cercle, alors l'hypoténuse AC est supérieure à un quart de grand cercle. 

Théorème IV: Si l'hypoténuse et un côté de l'angle droit d'un triangle sphérique 
rectangle sont tous les deux plus grands qu'un quart de grand cercle, alors le 
troisième côté est inférieur à un quart de grand cercle. 

Théorème V: ABC est un triangle sphérique rectangle en B ; 
" " si les deux angles A et C sont tous deux aigus ou tous deux obtus, alors 

.--.. 
l'hypoténuse AC est inférieure à un quart de grand cercle; 



57 

si l'un des deux angles Â et ê est aigu et l'autre obtus alors l'hypoténuse AC est 
supérieure à un quart de grand cercle. 

Théorème VI: ABC est un triangle sphérique; 
.... .... 

si les angles B et C sont tous les deux aigus ou tous les deux obtus, alors la hauteur 
issue de A du triangle est à l'intérieur du triangle ; 

.... .... 
si l'un des deux angles B ou C est aigu et l'autre obtus, alors la hauteur issue de A du 
triangle est à l'extérieur du triangle. 

Théorème VII: Si les trois angles d'un triangle sphérique sont aigus, alors les trois 
côtés sont inférieurs à un quart de grand cercIe. 

Théorème VIII: Si un triangle sphérique à deux angles aigus et égaux, alors les deux 
côtés opposés à ces angles sont inférieurs à un quart de grand cercle et égaux. 

Théorème XI: Si un triangle sphérique a deux angles aigus et inégaux et le troisième 
angle obtus, alors le côté opposé au plus petit angle est inférieur à un quart de grand 
cercle. 

Théorème X: Si un triangle sphérique a trois côtés inférieurs à un quart de grand 
cercle, les deux angles opposés aux deux plus petits côtés sont aigus . 

.... 
Théorème XI: Si les côtés de l'angle A sont inférieurs à un quart de grand cercle, et 
si le côté opposé à A est plus grand que l'un des deux autres côtés, alors la hauteur 
issue de A est à l'intérieur du triangle sphérique . 

....--... ..---.. 
Théorème XII: Si les côtés AB et AC sont inférieurs à un quart de grand cercIe et si 

.... .... 
BC est supérieur à un quart de grand cercle, alors les angles C et B sont aigus et 
-. 
A est obtus. 

..---.. 
Théorème XIII: Si les côtés AB et AC sont respectivement égal et inférieur à un 

..---. 
quart de grand cercle et si BC est supérieur à un quart de grand cercle, alors les 

........ .... 
angles C et B sont aigus et A est obtus. 

Théorème XIV: La somme des angles d'un triangle sphérique est supérieure à deux 
angles droits. 

Théorème XV: Dans un triangle sphérique le plus grand angle est opposé au plus 
grand côté. 



58 

..... 
Théorème XVI: Si ABC est rectangle en B et si C est aigu, alors pour tout point D 

du côté BC l'arc AD est inférieur à l'hypoténuse Aè et supérieur au côté AB. On a 

la conclusion contraire si C est obtus. 

Théorème XVII : La somme de deux côtés est supérieure au troisième côté. 

Théorème XVIII: La somme des trois côtés est inférieure à un grand cercle. 

Les quatre théorèmes suivants donnent des résultats de trigonométrie sur les 
angles complémentaires. 

Théorème XIX: Le sinus d'un angle droit est moyen proportionnel entre la tangente 
d'un arc et la tangente de son arc complémentaire. 

Ce qui correspond, en langage contemporain à la relation : 1 = tan x tan (; - x ) 

Prenons la peine d'examiner la démonstration que donne Stevin. 
TRIOJlIK!. XlX. PK 0 P OJJTIO M. 

lE P.8 ~' .. IIIIgle J,..it t rJ 11I#)t1' P"PD'ÛPmtti tl1fT{ t .. 
,." lit"'" p.sl , & ù tll1tgllltr dt fo"'~ d< "m-,-,. 
U4,1';, Soit AB C un dcznjc~rc1e. donr Je cenrre 

dk Dt&: Be Icqllart d'lm 
c:cfœ, dedaDs lequel C E 
dun:ttc. pore, dont.La tan­
geOl': CF cn BI! (on lue 
ac complement t &; duqlKl 

.Ia tûgenll: B G, &; CD li. 
DUS de l'~nglr: droit. 

Ü ,.u. n fiat dc1110R· 
Arct que D C cil: moyen 
proportionnel (:oue C F 
~·.BG. 

11 

o 

DE:r.r ONS T K A. T J 0 N, 

Lcsdcux Ui.1Uglc5 CF D. n DG, Coru tiroirs en C, 
&~Il lI,& l':lnglé I:D C cllc:gal ;ll'an81~ DG B, rar· 
qllOib Indin~s deus trianglc5 JOnt {cmblllblcs,&l':UH 
(okz homologues proportionnels, qui cft: 

Conllnc C Il .i CD, :\.infi D D li B G~ 
Mais CD dl cgald D nj par'l"oj 

Comme C f ~ CD, nin" COi R G. 
Tellemen[ que CD cil: moyenne propurllonllt1lcen. 
ire CF Sc DG. 

co.'lrtfi"", DOD«}l1e5 le finui d'LUl :mg1e drllit. dl 
moyen i'rol,ortionnd c:mtc: la '''"gente J'un ;m: ~'r>I'·> 
&. la [a.ngel'lt: Je IÎlII :Ife de conlplcmeu[; cc qll'II Cal· 
loit dcnlullft.rcr. 

---. ---. ---. 
L'arc en question est l'arc CE ; l'arc complémentaire est BE tanCE = CF 

---. 
tan BE = BG ; le sinus de l'angle droit est le rayon CD. 
Les triangles rectangles CFD et BDG contenant les lignes trigonométriques ci-dessus 
sont semblables car leurs angles sont égaux deux à deux. Leurs côtés sont 
proportionnels, et on en déduit, en traduisant algébriquement les propos de Stevin : 

CF DB . CD DB d CF CD , 'd' CD ; pUIS = ; onc -- = -- ; c est a 1re moyenne 
CD BG CD BG 

proportionnelle entre CF et BG. 
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Théorème XX : Les tangentes de deux arcs sont alternativemenr proportionnelles 
aux tangentes de leurs arcs complémentaires. 

tan x tan(900- y) 
Ce qui se traduit par -- = ( ) 

tany tan 90 0 -x 

Théorème XXI: Le sinus de l'angle droit est moyen proportionnel entre le sinus 
d'un arc et la sécante de l'arc complémentaire. 

Ce qui se traduit en langage contemporain par 1 ~ sin x ( ! ) 
cos --x 

2 

La démonstration est du même genre que celle du théorème XIX. 

Théorème XXII : Les sinus de deux arcs sont alternativement proportionnels avec 
les sécantes de leurs compléments. 

. . sinx sin (90°- y) 
Ce qUI se tradUIt par -.- = . ( ) 

smy sm 90o -x 

Deuxième partie: les formules 
Dans cette partie, Stevin démontre plusieurs fonnules de trigonométrie 

sphérique. Nous allons les présenter et détailler quelques-unes des démonstrations. 

La formule des sinus dans les triangles sphériques rectangles 

Théorème XXIII: Dans un triangle sphérique rectangle, le sinus de l'angle droit est 
au sinus de l'hypoténuse comme le sinus de l'angle oblique au sinus du côté opposé. 

Stevin démontre ce théorème en considérant les trois cas suivants: 
1) Les deux côtés de l'angle droit sont inférieurs à un quart de grand cercle. 
2) Les deux côtés de l'angle droit sont supérieurs à un quart de grand cercle. 
3) L'un des côtés de l'angle droit est inférieur à un grand cercle et l'autre 
plus grand. 

Il explique enfin qu'il n'est pas nécessaire de considérer le cas très particulier ou 
l'un, voire les deux côtés de l'angle droit est égal à un quart de grand cercle, car alors 
l'angle opposé est nécessairement droit; et le triangle rectangle est alors isocèle, ou 
équilatéral, avec deux (ou trois) angles droits; le troisième angle est égal à son côté 
opposé. 

S Inversement 
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Pour démontrer les deux derniers cas, il se ramène au premier en utilisant les 
propriétés de la première partie, et le fait que par définition même des sinus, deux 
angles supplémentaires ont même sinus, 
Examinons la démonstration du premier cas. 
,~~ , '}:'xrmple a-;.'(( drll.-: (!/h'::' a'.,,, A~gk J"if. te ji:m tir 1'.1·;:;1-: .;i,ii'll1c E 1\ H,:m lillllS ct" lOI: co!;, 
lui . cJIoUIIJll'tllSpal('1l1d~ 'l" .. rtd'un""le. o'1I'1liitc E Il. 

.1\-

:C· 
dt 
Ir­
ai-
G. 

al-
.us 

A 

le­
les 
fi-

10$ • ICC: 

:1I:, 
ms 

E, 

Ir/lulllf(. Soil AllCDccrdcmajcurd'undphcre,œ 
bqucUc l~itcllcol"C'S lir': un ancrc cercle m3icur AUe, 
&. 1 .. 1:1?11ulllmc: li:aion de ccs deux cercles foi,tœ 

AC: Apres (air G pole du ecede ABCD, daq'~d 
l'ole dl: [ire l'arc G H jufqucs au ccrcll! ABCD.<ol). 
l'.lntle: ct'Klt: A E F C CD E: Cc qui clbt.nt ~n.Ii.. P01II 

:Ivol1s nn rrilDglc rcél.:mglc EH A J 3VtC deux cotb 
E H, li A. qui ,:olllpr~unclld'anglc droir EH A. da: 

: dt (lUI plus petie que le quart d'un cercle. 
111- Le reqllu. Il faut dClUonllrcr. que: comme: le Goas de: 

l'angle droie EH A,au Linus de l'hypo[h~ufe A E,aid 
IcrlDU' 

t. . 1 . - 1 .' "(' 
PJ.1'lrol::,l1I, S(lit m,l\"'1l1t: (! POIH't .. lI"!ll 'I"l' :., C \ 

IC"";11 J UIl,'"e,,!!: : l'IIIç 1':1': (, J, J,''l"d LUlll'.1:!1 le 
m~lc A E F C ,'11 F, II Ùut 'lue t\ r 1~,11 Julli 1.. qlurr 
dun .:rlde : S";~'Jlt ur" ... m:l1nl"!1,I'H k, ';<:LlX 1';l1n 
dedIes fi\, ~L, ,i :1:1:.;1(: droIt iLlr le pl.1I1 ,hl .. ,dl' 
A Il C O,.i I(.t'·oir r K ~\lIl1m(" lir;\II ,IL' 1.lIe r l, 'flll tU 
de r~n~k F ~-\1 .\11 E;\ 1 ~ : Er E l ':Oll\t\w li'lIl\ ,le: l'.He 
EH. '1~1I t'Il cull\! ol'rt:,it{· (k 1.3n~lc E A H: I).ui~ .11:r~~ 
llll.!.tJl JI1 cuek .~ 1:.1' L. k'5dt:Ll:' Ilgnn ,It~o;~c~ 1· M, 
EN,tuL1[r~ J"I:X .ilp.Slc .-lWI! luI' I .• xc AC • .l '';ilHllr 
Hi COIllIllC li,uu dl' ! .,r,' .<\ F, ,pli d~ ,1.: bnblt- dltilt. 
l\ 1'1' ..,111111<: lillll~ J(, I.lre Al: ell,lm lïl\·),ur!,.:.,u­
I~ : S<licHt ,lIllJi Hrl-l'S le: s tl~'II!'t Il ~:,(" d ru It(~S K M, 
Ut: l~r doa~ F ~1. EN, F .... E L: lÏ~"jl;.om ,.illli l',lr 
uldlC b 'lu urt' Cl'nll~~ .le celle l'HII,ujidon,.i r~.~,v!r 
kl qUlUC linll~ d.u tIlallgl~ 1.:.. HA: C:"mmc f ~ \ ~l' 
llll~ de bll:,:k· .Iwit , 1:. :Il' hl1l1' .Ir ,1 h!l~od~t·l\llie. 
F~ ii.1U1 de l'.\"I;;I~ "hll'l"': . s.: EL IlIlus ,It: {un (0-

Ilt 01'pC'licc, Il,)u~ dClIlunll:('rurls : rOUT rlu~ ,ullplc­
klcnl.ln-l.tn'( le rillille Il''llm, 'l'Il' 'O:l1l1.C FM..i EN. 
l!nii rKl EL 

DE MON S T Il A T Il) ,~. 

Vell qne FK, L" L, rimr mllh'\ ~Ielll': p,lr;~lId~~ (ilf I.l' 
FlIn J~ (t'r~'lc t\ Il C I? .1~.lr LI l' 1(' 1 >.1 r JtI~JII, b :'-VlS 
III.li;~b 1 S ~l, r: LN. IU1\[ toUS d(,lIl a ln~lc c!tellt 

Ïtr J~ rI., .In mdillc c:rd .. ABC I.l, & Icuu lull's 
l\~I,DI, 1;,nrrOIlI't.lIlUUIli r~r.llld::s,& r.1I1glc F ~L 
t'.~llll'.,nslt- r ~I K: Aines ,IC5 an!;I~'~ E. LN, 1.: K ~I. 
r;;'~ ru:l.. ,Il'U:!: droitS, 1>:I\·lc~lu~l.lIIrll lcu(~ t(oihch;lt·~ 
ar.t,lcd:,F .lu:1[ cg.lIl~ &: C,lnkqucll'n)CU[ ùnlilit qu ,I 
il;~'iac cc 10.\:111 ul.IF)!;:lc~ jë-Jllhl.thk~, .lollt ks eoltez 
h·l,dOl!t:.:; !,"'I l·r"I")HlOllnd~ 'llU cil, ':Ol1ll1lt· FM 
if.~.,l;n,i 1 K .i l.l .. 1.·J,!~'cl, t'If l'II f',lr \lrJrt k'\li',m 
dC'lquwe t.:r:I!C' \\I;'Cllll1lt1lt'Z l'ilL. 1':·"i,""ithll!.CU!lI­
me :ldi rh,. :lmrtl1""\lt Jn-i.ui· cu ,; 1'1 '·l'.lr.ll .. I:!, 1\ 
Irrerl que ~(1l1l~1~. Je ,Iilll~~ ",e ~ a~~l(' dwir ~~I, an 1111115 

de nl~'ru\hcIII1IC ,'. ~ , :lllIh. E 1\ Il'~IIS de 1 J.llble ubh­
qqe.~ Ellimu Je 1,,11 ,.JIlI: oppolllC:. 

La démonstration repose sur la figure ci-dessus, où la sphère est vue de dessus, Pour 
une meilleure lisibilité nous proposons une figure en vue latérale face au point A, 
réalisée avec Géospace. 
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G 

/ 
Le triangle sphérique rectangle est AHE rectangle en H. Il s'inscrit dans un quart de 
demi-sphère de centre M. Les sinus des angles et côtés de ce triangle, sont, selon les 
définitions en vigueur à l'époque des longueurs de segments construits sur la figure 
ci-dessus. 

sinÂ = sin (Fi) = sin(FMÏ) = FK 

sin(Eii) = sin( EMii) = EL 

sin(AÈ) = sinAME = EN 

le sinus de l'angle droit est le rayon de la sphère MF. 

Par construction, le triangle FKM est rectangle en K; le triangle ELN est rectangle en 
L ; les segments LN et KM sont parallèles car tous deux perpendiculaires au rayon 
MA ; les segments FK et EL sont parallèles car tous deux perpendiculaires au plan du 
grand cercle AH ; les triangles FKM et ELN sont par conséquent semblables et on en 

déd . FM EN . FM FK . h' 1 dé . Ult -- = - pUIS -- = - ce qUI ac eve a monstratton. 
FK EL EN EL 
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Examinons la démonstration du deuxième cas. 
1. Ext11lrlr 4'L'U dmx eû(It':::, d'/m (m~/t droit, 

ch.,,~jl p(,,, gr.m.l '7/1( 1. '1~,tTt dml (mIt. 

).t ll~/Illi. Snic AIIC \In ,ri:tnglc ff,h('riqlll' dom ha· 
~!c B rft dwlt, & ln dcux ':\111 (,7. ùllllf'1 enanc in'Iui, 
mLlllllC A Il,4..,' B, lcm cha,'ul! !,I,,~ ~1.lJl.l 'lue !c'1uJrt 
d'~11 cc;.:le. Il r("F'i.t. 11 flue dt':1I,,71fÎll'r 'lue CUllI!lJC 

I~ I;JlU~ .It· br,I~[::- ,lrt);r, au Linm dc 1 h~l'mhmurê AC, 
~mlilc IÎmlh!r Llllbl~ llbllt\lu,: ACU, ,lU Ijnll~tlc Inn 
col[copptllirc AH. 

rt,:w.m~n. 5ui::-:J'i'rl.l!u'lgC'l 11 A, 13 C, /lll:Jucd cc 
qJ'J!., le "'I1(l'll[rClll, ù' "lui h)ll: rn U. 

D " ~I <l N ~ r Il Ail 01'.'. 

DAIl &: Dell (,,:\1 Lh,1CU!llUl d~llliccrdc,& \';\11-
~!"l) tir ":;.111 1 .\'l~I: JI, 1'.lf 1., ; LlIllr('tj"l'I.c~ de J.. 
J l,wl,,,linllil, 1ll~IÇ l ,'I1,~II' 

lI ell . .lIOlC. P':'jIlUI 1 :Hl~lc <);;" ' 
JJ cLl ,~I'OII JI~lk :'\I\I('~ \ (li /J 'B 
q'lC 1\:1, aL, 'vll! (ha,'lIl D / 
rltll ;;,.,md qllC II;' '1'l.UC J \III ::---.-/ 
ccrde, Mau! lJll' Ail. CD. C 
j;,ll'nl ,'h.1~llIl l'lm l'tti!: T rliC'lll~lir <JlU: nom J';O;lÇ 

U~ ;mn;:!:: le<1J.n,;1c A 1> C, J.,l1I1'.1l,~lr 1) cil ,11" ,i~, 
)Hl' dcn\ (ulll'!. d~",\[:lc d l'lm f\:). De, 'Ill 1 ('.llH (Jn, 
(un ~,J'JI pc[Îc : piUqll~i par le 1 c.';cllIpk Je CcllC rra· 
Fu1Lnol l , 

C"l1l111C [" linll~ de LI1l;!k ,Il 'Ji, D, 
Au Jinu~ th: 1'''~ï'tjlh'';Hlji: A. L'; 
Ai,,,i le- lil1l1~.k )"lll:;lc ol'].'lu(' AC D. 
Au lillll"lc: l'Hl wll<: ul'I'"Jilc AI>. 

~ Lm le IÎIIIIS d~ J), dt "lIlli lillll; ,Il- B. puiç 'l1l'iI~ 
(.'Jl: rll'J~ .In)); .1.,lil"F,l!' l.t l ,UJ\I~"I'I,"l,(, .k· Li 1 1" u­
\,.11;111),': 1 ; le 1:1'(1\.1.- r.ll.:~l~ .-\ CI.>. c1i .l\llli lil~mdc 
1'.iII:~k- ,\ C Il j'.\f III wnl':'l~lcn.:c ch: I.i 1 l'J'op,tll[i"~I: 
l:r le- lil:ll~ ,1.: ;\ D, l'It .wlll Il:111$ de t\ I.\,p'll' 1.\ .:. d~'n­
IllriUIl lI. 1.1 Lbn,l"c drs Il!llIS; P.'fLIL\(Ji. 

C,,:;lI1\t·1.· li'lIh dt l.lllt;+C droit li, 
Ali lin::,.le- !îH l'mhcnllic A Cj 
Audi I~ li"l;,.il- 1 .II::-;Ic "hti'Juc A C D, 
Au (ium Je i~1I "uH;: vf'rULi,C AB. 

Les côtés de l'angle droit du triangle sphérique ABC rectangle en B dépassent un 
quart de grand cercle. Stevin prolonge ces deux côtés et construit ainsi un deuxième 
triangle sphérique ACD, rectangle en D dont les deux côtés de l'angle droit sont les 
supplémentaires des précédents, et donc inférieurs à un quart de cercle. Le résultat 
montré auparavant s'applique au triangle sphérique rectangle ACD. 

sin(D) sin(ê) 
On a donc dans le petit triangle rectangle en D ( __ ) = ( __ )' 

sin AC sin AD 

Mais, D = B en vertu d'une conséquence du théorème 1 de la première partie, donc 

sin ( D) = sin ( Ê); les sinus d'angles supplémentaires sont égaux, donc 

sin (AcD) = sin (AcE) sin (AD) = sin (AB) ce qui achève la démonstration du 

second cas. 
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Examinons la démonstration du troisième cas. 
; E:-:alJ?Ir".,..,r tlfli.U~ilr::':lr/ll; s"l'J" dml, Pour démontrer le troisième cas Stevin 

{lUi 1'/'" Pli" , r .II/rri 1'1111 gl"d '/"'/'; 
.["."'(,1' .. ,,...,,/.. reprend la figure ci-dessus en supposant 

It.1J'u;,! S.,ie AIIC tlu ,kllXi('~;'1C r;<c·mpl(;cr. Hilll- cette fois que le triangle sphérique ABC 
&~(' 'l·'Ic'·riquc .• i'UH 1'.t;'l!I,· C.Lft"':"I,I:L:'luu t~,,·~,h'lI:\ 
,,,,h'z Ik r,I",~k ,hlllr .:olllll1e A CII.1l 1'1", l'~I'I '1"" 
IL' 'l'I.IU ,1 u,,'«':.:Ir, r.\mT(, j t~.l\·ulI ('lIl'lœ;<~I'.u,,1. 

l,' rt'F'" 11 to\LIl ,k:llolllhcr • '11I~ ,'Ol1l1l'l' l,' !;!ll'; 
llc r.,,~k dWlr .0\ C Il'~'llim,, .I~ 1 h)'I:LH[,;:nul.i: ,\ 11: 
Ai!1li le Ijl,m air !'.all!;/': ublr,:uc Il, ;OIlIHIIII ,le (on CI>-
Jt~ ''l'I',,(II~ .~ C. . 

1'''''''/'.11:.", ... ,~.jC':u Il A. !le i'rol"nSl"Zill('lu~'~ l cc 
lll\'Jh.l~ :·:::h:,"JI~~r,"IlI. ,.~ (j'H I:,ir c. ri D. 

J) ..... , 0 Il ST 1<.\ Tin)f. 

n A Il & Dell [""l dl.lLIIllll'1 .\,. "j:er,'!~ l':lr la 
~ (onlè'l"cnCl: <lc b 1 rroruli:h>ll: 1:.[ n'., 'i"~!\In .Id 

(()Ikt d(' bll;lc ,Irou AC) lll,,11I5 rC'1I ";UC I~ '1",1:. 
.1 IIll c,'rd.' . 1 JlITrc. i lçJ\'oir 11 C ['1115 gr~II.l, ,lld'll 
nllc J 1" l'vli:""UI" A Il (UII j'lus g'Jlldc,r·olf I~ 1 r .... l'u· 
1!IICII: P,ll '11101 A I~. Il ~, elb,,[ dl~':'lll pllls !:r~III~. II 
!JII' L'II~ A]), r J) , k,;,'Jl[ .h.I'lm ~,lll~ l'Clli: 1'.rI .n· 
~,k Ale Il clLm .JII.it. il. ".:lil 'l"~ 1'",;lc A C l~ I;'il 
;\UIli Llr"it 1'.lr lol ! , .. "k'IIIt'I!(C .1: b 1 1>!('I'"hth,n: 
'fd~clllln[ 'l''e n",,, ,wom ICI Ull m .. r<~lc rdbll;~le 
j\. L D , ,l''IIT 1.I1,:;lc C clt droir. & Il'~ Jrll~ ""ul'le· 
n.nl k,·llll. ,h.;'"Il l'Iuç l'ni! I)"e k 'll:J.nd 1111"0'.1.'; 
l~a~'luL)i l'JI I~ 1 C~~ll1l't,., _ 

c:,'lnll'C l,· 1'"11' .JL·I ,I!I~I. A C D, 
Ali 1;I1IIHlc 'h\I,L)lh<'Jlù~~ A J); 

,\",Ii l,: lÎnll~ ,l.- 1311;;1~ o~lli'lue n. 
1\111'1111> .Ie (i.", wtlclll'!''',li!c AC •. 

lIbi~ le lill"" ,Ir ."CU.,'rl.lIllllll1l11~dc 1.1n~l<: .-\Cll. 
1'":< '1,,',15 liu" '011' ,lcux.JlUj[~.l'ar i.< , r"llië~I"~I;~'" 
.Ir 13 Il"ul'<>IintHl: Elle filins ,f~ 1 h:,!,olhl'llll,lc AU. 
cil: 3ull; I;nm LI" A Il'I'''' 1.1 1 Cclll11{IIIn de Id f"hl "1"" 
.In l;fII": Er k fil1m ci,· J) dl .1l:IIi fi"u~ de 11. l'J' I.l 
J cOl1l~'tll1('ncc d~ b 1 plu~'uliriun: P·1f<l\1oi. 

(ullllnr rc fmll~ .le 13 I>!:I .. ,!rull A L Il, 
Alllillu,> .1,·, !"l'0\lwl1,.·!i: ,\ Ili 
AIIlli 1: li"IIHk· J'.1n~1<: Il!,I;qIlC D, 
A,'lil1u~ ... 1e lun cull': 0l'I'uli:c .... C. . , 

(:~IIII"J;.", 1.lbnr ,!ul"'l"cS U:I rrt.1I1;;1~ (1·1.:~nll'~~ 
rc.·ll.lI.~k·: C(llnrnr It~ I1nl1\ LI .... J .UJ~Jc drou .;IUlulLI: •. h,' 

1 h~l'n~hC'nu(è :lil1~i.I(· Jinu~ .. IC'_I·.lngh;c.,l,l:'ll.:(.· •. ':1 mut!" 
Ile h,Il tuftL' \ll'rolol~; Ç"llllll,.,llolI,kmll:\I!,tI'. 

est rectangle en C; le côté OC dépasse 
..-.. 

un quart de grand cercIe et le côté AC 
est inférieur à un quart de grand cercIe. 
Le triangle sphérique ADC construit 
selon le même protocole que dans le cas 
précédent est alors un triangle sphérique 
rectangle en C. 

Dans ce triangle le côté CD, ---supplémentaire de BC est inférieur à un 
..-.. 

quart de cercIe, le côté A C aussi. On a 
donc d'après le premier cas, 

sin (Aci5) sin (D) 
----'-,.----'- = ; mais par 
sin (AD) sin(Aè) 

ailleurs, sin ( AcD ) = sin ( AcE) 
sin (AD) = sin(::Œ) ; sin(D) = sin(Ê) 

ce qui achève la démonstration. 

Formule des sinus dans les triangles sphériques quelconques 
,-... 

Théorème XXIV: Dans un triangle sphérique le sinus du coté AB est au sinus du ---côté AC comme le sinus de l'angle C au sinus de l'angle B. 

Stevin démontre ce théorème en considérant les deux cas suivants : 
1) La hauteur issue de A est à l'intérieur du triangle. 
2) La hauteur issue de A est à l'extérieur du triangle. 

Et il utilise le résultat précédent (Théorème XXIII) démontré dans les triangles 
sphériques rectangles. 
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Examinons la démonstration du premier cas. 
J !,.I:tm;!t: çà 1.1 frri'rt1tl~·(II!.iu tçmlt En langage moderne cela donne : 

dt.t...J It Ir u"g'~. 

1 r dl/m!. Suir A ~ C un rri.III;;!c Ij,heliquc • ':OI1UUC 
il 'IJVI~II!, j" prc", 1.lJ1~":lUClIIJ 3nglc drolt"londc (O­

lle dextre loir A Il, colle: rêndlrc AC, angle lènd!rc 
C, 311glr J",:tee li, 

AIr ""oir. Il f.,ur dClIloullr('[ .. <JlIc 

(0 ~om11le le linlll tlu con~ dexTre lIlI, 

(
ail linll5 tlu eollé !i:II,·nrc AC, .inli 

'" 1"'lJllls .le r~nplc l''nelù,' C, 3U li-
e , .... _/' .. , nusJcl:lllglcllexuc n. 

D l'rrp~"'!I.II. S .. i! tir': 1'31'(' li n 
WI1lllJ,nt, je plens .hl",< Ir niJllglc A /1 C, :i allgl,' 
droit 1111' C Il, 'l',i rll, 1':I\[il1:1I11 le nld'01C uianglc Cil 
dell~ ru.\Ilgk·, lc:d.lIl;;k·s A D B, AD C. 

1>.""ONiTllAT,nll. 

\' ru 'j",·I'Jnglc D du "i.III::i,' ,\ D Il dl .:Ir"i:, F tli, 
1'.,fr.1IIcl1 al"'rne ,1,·1., ,; l·mpullUo,,: 

Cnn'"'" le lillu, ,le l'hn'l>,hellllic AD. 
Au I;nns de: li [); 
1\1111; Je .inu,.lcl'an:;lc droit ADn, 
Au lillu. LI.: l'.ll1glc 0l'polite de An, 'lui d,te 
. j'all"'c n. 

L\I'rc<.I'U~ 'lue 1'3n;:l~ D '!1I li i.lIlglc ADe dt 311f1i 
,Imle.,c di5par r;li(LlIl.d::·rnc Je IJ:; I,ropolieion.quc 

COI~HI,,·lc till".Jc 1 hYI'0tlll,"ulè AC, 
A,., 111111.\ ,1.. J\ ll; 
l\anfi 1" lions de 1'3111:Ie droit ADe. 
Ali linusJc ["1I1&lco('I,olil(' Je ,\ V,qui "fi r.llI-

!;lcC. . 
No". ~\'ons Joncql;c~ ici .J~U1ptorunioll$ Je iill~~ 

(!"'o ,,,:(''i r~nllc): 

J\ Il , A J). Il, 13, 
AC, AV,I.>.C. 

Cc 'lm dl.lnl ainli,lr rcchllglc {Omri ill< l'litre ks li-
1111. de AD & D,cIl cr.Jl:tIlI~a.,"glc collll,nns fous 1('$ 
linUhlc AB &: Il,:1I1IIi lilU, lC5linll~ ,le AC5c C,p~rqllui 
1':U1~lc ,Irnie 'lllllprinl (.JII. le, li n LIS tic AB &: n,cil c,::.,1 
,i 1':111,,1 •• Irl.il Ù'llIpll'L~ lom Ic~ li ... " de AC IX C:& 
km; ~ullc~ ""le ,uecrnctnclIIl'luponi'lIIlIdr,"lLli tll. 

CLlIl1Il\C le li,,", cie A Il. 
j\ll (i"IIS de AC, 
Ainli I~ lillllsdc C. 
A'llï,ms dc B. 

Q"i\'Il; 
c: ~lJmlllC le linlll JII coné .lcItec AB, 
,\111;1111<.111 coite .i:nrllr~ AC, 
,\ ,,;Ii ". li",,·,.\e LIIl!:le li:l1c1hc C, 
,'" fi'"11 ,.le 1'.1"':(<: .icm~ Il. 

sin(ÂÈ) sin(Arili) . 
. ( ___ ) = . (") dans le trIangle 

sm AD sm B 

sphérique rectangle ADB ; 

sin(Aè) sin( TDC) 
--:--::::--7- = dans le 
sin (AD) sin (ê) 

triangle sphérique rectangle ADe. 

Mais sin ( Ai5B ) = sin ( ADe) = sinus 

de l'angle droit. 
On a donc 

sin( Ai5B)sin(AD) = sin(ÂÈ)sin(Ê) = 

ce qui prouve le résultat. 

La démonstration est du même type dans le deuxième cas. 

Autres formules dans un triangle sphérique rectangle 

Théorème XXV: Dans un triangle sphérique rectangle en B, le sinus de l'angle 
droit est au sinus de ['arc de complément d'un côté de l'angle droit comme le sinus 
de l'arc de complément de l'autre côté de l'angle droit au sinus de l'arc de 
complément de l'hypoténuse. 
C'est autrement dit la formule (1 ') du chapitre précédent à savoir: cos(hypoténuse) = 
cos(côté) x cos(côte). 

A nouveau, Stevin démontre ce théorème en considérant les trois cas suivants: 
1) Les deux côtés de l'angle droit sont inférieurs à un quart de grand cercle. 
2) Les deux côtés de l'angle droit sont supérieurs à un quart de grand cercle. 
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3) L'un des côtés de l'angle droit est inférieur à un grand cercle et l'autre 
plus grand. 

Examinons la démonstration du premier cas: 
1 E:a11Jpft .'V(( dr/lx (~/h::. d~ f.ngldrQi!. Stevin prolonge chacun des trois côtés du 

,""ulI/p/JUpetll qll~/~l[tt.lTtd·I/II urc/t. triangle sphérique ABC rectangle en B de 
I.t dellllé. Soit Aue \Hl t cbllglc ft,hrriqufO , dor.l 

bll!;l~ il en Jr ... ü • & k~ rI('u~ wlkz dt: !'.t1l:;I: (0111· 

nIe' A 1\, He. du.:un l'!u~ l,cric que Ir qu",c J'1In 
ccrdl'. 

1.0"1''11/1',. II CIIlt del1'ol\l1rel', tille mmmt: le finul d, 
bn .. lc drOIt. :lU lioll,~ Je 1 arc de collll'lrmcor J II~ 
':'.ltl~<ld .1ll"\C .-IrOlt. je l'rClls Je C n. ~l1Ili Ir liulIS.:r 
brc ,le c'::'I,ieIl1Cllt dei alHrc coné Je !'al1!:ledro!1 A ~ 
:m li 11115 <k r.l\'cJ,~ cOlni'h~:m:n[dc 1 hypothellllle AC. 

/'/'tMr.rriDII. V Cil 'Ille !cHI:-ll 
oF _ D cnfic~ de bllglc droit A~ /le, 1\', /;,n[ ducun plus retil quel: 

A '\ li tlll,lIt d'llIl cerc!e , 11 .flut qu: 
/ 1'!t'I'OIh('nu/ë ,1\ C bu lO~ 

C .B ~,Iu~ petite p.lr b ; rmrllb' 
ti')I1 : parquoi l'Olt pwk'r.Sé 

~1It1i hi,." r.A nllr I\A~, ~,S:B ~lu~lJ,~d~eml'ili, 

1~lkl,t cI,.leun le ']".H1 d\m cercl.: • ce 'Jui /'.it CA 
JUf;JlIr: ;\ 1>. C 11 rU('I"eç à E. &,11:\ ;\lr~lUC5 ;\ 1:. pllj~ 
~p'Cllolrl'rolu,,~~ dl: E p;\r dcllll~ 1> 'III ~rqllltl"t'''" 
(e'l" 111:'flè .\lIrli le 'tUM[ ~'lIn ~eldC'. 'lui t~lIllber.t ne­
Ctfl~ilCl1\Cnr .le l: lul<}llc! a F.["Lf 1., of , .. mlnIumc!: .le 
li '1"DI,Qlitiun, 

D F ~I 0 ~ ST li. AT 1 o:or. 
Vrll 'J'te r~n!;lc F /1 C dt .1"Qit. &, <Jlle: t; E (Jit le 

qrlfl d'un rctdc 31111i bien que F l~ , il t.llI~ qllC 1 ln,,",c 
H. C lim ~ulli dtol! parl.\ :. ~(),nf:q;lc nçe "1: b 1 l'Iu-

Dlïli.;!n. '''l'C(S, l'lIis 'llle C 1: t.m le 'luart d un cer­
!It &r.\lC brc CD cthllé /i,r ET. il ~all[ '1"~ le mef­
r.:t',pJ: I;a 'l'reccJçll~C: conic'I,i(;'nle , t~it à angle dro~t 
(ur i,dul E F, ~ cOIlIC'qllclllmclU 'Ille l 'lIIg1~ C D F (QI[ 

drai:: rJrqlloi [la!'liI 1; l'foPVlili,)ll. 
Co,"mr le IIIIU5 Je l angle I!tOI[ AD f, 
A"lÏm15 dcl'Il ~1'lIlhL'TILlIj. A F; 
AinlikfinllsJt "mgle Ilbli'IIiC F, 
Au tinuç .le rim colle l'l'I,olire ,~ D. 

Mlj~ldillU5 d" fi E., dlilnus de: \'alls'e F l,aria ~ de-
liniliOlt: pJrquoi.. ' 

Conlme le 1111115 ,Ic l ,mglc <lrOlt AD". 
Au iintu de rhn'{lIhenuli: ."t. l'; 
Aiuli I~ lin\15 .Ic Ile, 
Aliliml.lde AD. 

Md;' A F cible Je complement ,le A 8, &: DE arc 
ak cornrl,llIcnr de Cl}. &: A J.) arc Je cuml,J~ll1CIlt 
de il C : PJrlllioi 

Cummc le (inus .le I·anele dro:t, 
A.llinll~ Je l':lrc·de cOl11plement A B; 
AII.ri le linu~ de l'arc de comrlcl\lcm Je C D, 
AII/inusdc "'\te de comr1cl1\CIU de J\ C. 

ElpJ(~ltcll1e '311.on.. . 
C~IllI11C' I~ JIII:I~ .1.I,mglc .ll'Ulr, 
AuJjnll~ JeI'arc Je' ,,,u'plcmellt .Iu collé Jd'.1Il­

G\C drOit C B; 
4i~li le lïOlIS de J'3rc de cOI1'p!cmcm de l':mttc 

cullé Je r~nglc dl'llit ,\ n. . 
Aa linus Je l'lI<; .\e con'r!ClllCnC de Il')'pOlhc­

nu(e AC. 

.---.. .---.. 
sorte que BF, CD, CE sont égaux à un 
quart de grand cercle. F étant le pôle de 

--. --. 
l'arc CE il en déduit que FE est aussi 
égal à un quart de grand cercle. Ainsi les - -angles CEF et CDF sont droits. 

Il applique le théorème XXIII au triangle 
sphérique AFD rectangle en D, 

sin(ADF) sin(F) sin(ÉÈ) 

sin (Ai') = sin(AB) = sin (Ai» ,ce 

qui achève la démonstration, les arcs 
.---.. --. ..--
AF , EB et AD étant les 
complémentaires des côtés du triangle 
ABC. 
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La démonstration des deux autres cas se fait comme dans celle du théorème XXIII en 
considérant le petit triangle rectangle « supplémentaire» de ABC. 

Théorème XXVI: Dans un triangle sphérique rectangle en B le sinus d'un angle 
oblique est au sinus de l'angle droit comme le sinus de l'angle de complément de 
l'autre angle oblique au sinus de l'arc de complément de son côté opposé. 
Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante: 

sin(Â) sin (90° -ê) 
. ( 0) = ( ___ ) ; cela correspond à la formule (5') à savoir 

sm 90 sin 90° - AB 

~ ~ 

cos C = sin A cos c , du chapitre précédent. 

Stevin démontre ce théorème en considérant les trois cas suivants 
1) Les deux angles autres que le droit sont aigus. 
2) Les deux angles autres que le droit sont obtus. 
3) L'un des deux angles autres que le droit est aigu, l'autre obtus. 

Il procède comme pour le théorème précédent. Dans le premier cas il sait, d'après les 
résultats de la première partie que les côtés de l'angle droit, et l'hypoténuse du 
triangle sphérique sont inférieurs à un quart de grand cercle. Il peut donc les 
prolonger jusqu'à obtenir un quart de grand cercle. Il obtient la même figure que 
celle du premier cas du théorème XXV; il applique alors au triangle rectangle AFD 
le théorème XXIII. Dans les deux autres cas il considère le triangle sphérique 
« supplémentaire ». 

Théorème XXVII: Dans un triangle sphérique AEH rectangle en H le sinus de 
l'angle droit est au sinus d'un côté de l'angle droit comme la tangente de l'angle 
oblique touchant le côté de l'angle droit à la tangente de l'autre côté de l'angle 
droit. 
Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante: 

(") sin 90° tan A (_j ~ (_); cela correspond à la fonnule (2") du chapitre précédent, à 
sin AH tan EH 

~ 

savoir ici tan a = tan A sin e . 

La démonstration est du même type que celle du théorème XXIII et se décompose en 
trois cas. Pour le premier cas (les deux côtés de l'angle droit sont inférieurs à un 
quart de grand cercle) il raisonne sur la figure ci-dessous. Une version moderne avec 
Géospace est donnée. 
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sin(900) = MI 

sin(AH) = sinAMH NH 

tan ( FI) = tan(Â) = IK 

tan(Eïl) = HL 
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Le résultat découle du fait que les triangles NHL et MIK sont semblables. 
Les deux autres cas sont démontrés à l'aide du triangle sphérique « supplémentaire ». 

Théorème XXVIII .' Dans un triangle sphérique ABC rectangle en B le sinus de 
l'angle droit est à la tangente de l'hypoténuse comme le sinus du complément de 
l'angle oblique à la tangente du côté de l'angle droit touchant cet angle oblique. 
Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante: 

sin(90 0 ) _ sin( 90° - ê) 
---'----'- ; cela correspond à la formule (2') du chapitre précédent, à 

tan (Ac) - tan(Bc) 
,... 

savoir ici tan a = tan b cos C . 

Théorème XXIX .' Dans un triangle sphérique ABC rectangle en B le sinus de 
l'angle droit est au sinus de l'arc de complément de l'hypoténuse comme la tangente 
d'un angle oblique à la tangente de l'angle de complément de l'autre angle oblique. 
Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante: 

sin (90°) tan(C) 
----'--~- = --(=---'-----'--,...-,-) ; cela correspond à la formule (4') du chapitre 
sin (900 - Ac) tan 90° - A 

~ ~ 

précédent, à savoir ici cos b = cot A cot C . 
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Ces deux théorèmes XXVIII et XXIX se démontrent comme conséquence du 
théorème XXVII et les démonstrations se font en considérant les trois cas habituels. 

Formule des « cosinus» 

Les deux derniers théorèmes énoncés et démontrés par Stevin ont un énoncé plus 
abscons qui fait appel au verse d'un arc ou d'un angle. Le théorème XXX correspond 
à « notre» formule des cosinus et le théorème XXXI correspond à « notre formule 
duale des cosinus. 

Théorème XXX: Dans un triangle sphérique, le rectangle compris sous deux sinus 
de deux côtés est au carré du sinus du rectangle comme la différence des deux 
verses, dont l'un est verse de la différence de ces deux côtés, l'autre verse du 
troisième côté est au verse de l'angle compris sous les deux premiers côtés. 

Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante: 

sin(A'B)sin(Bè) verse(Aè)- verse(A'B- Bè) 
-"';---7-"';---7 = '" ; cela correspond à la formule 
sin (90 0 )sin (90°) verse ( B) 

des cosinus du chapitre précédent, comme nous allons le voir. 

Réécrivons la formule ci-dessus en utilisant les notations du chapitre précédent, et la 
traduction moderne du verse. On obtient alors : 

. . (1- cos b) - ( 1- cos ( c - a)). 
sm csm a = ("')' ce qUI donne 

l-cos B 

sin csin a - sin csin acos(Ê) = cos( c- a) - cosb puis 

cosb = cos ccos a+ sin csin acos(Ê). 

La démonstration de ce théorème est longue; la figure, donnée ci-dessous, est 
compliquée, du fait qu'elle doit faire apparaître les lignes trigonométriques 
mentionnées dans le théorème. Seule la démonstration du cas où les trois côtés du 
triangle sphérique sont inégaux et inférieurs à un quart de grand cercle est présentée. 
Elle occupe deux pages. La préparation de la démonstration nécessite neuf articles, 
et la démonstration en nécessite trois. 
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Théorème XXXI .' Soit un triangle sphérique ayant deux ou trois angles aigus. 
1) Le rectangle sous les sinus des deux moindres angles est au carré du sinus de 
l'angle droit comme la différence des deux verses dont l'un est verse de la différence 
de ces deux moindres angles, et l'autre est verse de la différence du demi cercle et du 
troisième angle, est au verse de la différence du demi cercle et du côté opposé à ce 
troisième angle. 
2) Le rectangle compris sous le sinus du plus grand angle et un des moindres est au 
carré du sinus de l'angle droit comme la différence des deux verses dont l'un est 
verse de la différence du demi cercle et de ces deux angles ensemble, et l'autre est 
verse du troisième angle, est au verse du côté opposé à ce troisième angle. 

Traduisons en langage moderne ces propositions. On appelle ABC le triangle 
sphérique. On considère, comme le fait Stevin, que les deux moindres angles sont 
ceux de sommets A et C ; le premier résultat se formule alors ainsi : 

sin(Â)sin(ê) verse(1800-Ê)-verse(Â-ê). . 
--,---'--'----':---'--:- = ...-.. et SI l'on tradUIt cela en 
sin (900)sin (90°) verse(1800-AC) 

utilisant les notations du premier chapitre on obtient après quelques calculs sans 

difficulté cos(Ê) = -cos(Â)cos(ê) +sin(Â)sin(ê)cosb. 
Le second résultat se formule ainsi : 

sin(Ê)sin(Â) verse(ê)-verse(1800-(Ê+Â)) . . , 

( ) = ("'--")' ce qUI condUIt a 
sin (900)sin 90° verse 180° - AB 

cos(ê) = -COS(Â)cos(Ê) + sin(Â)sin(Ê)cos c. 
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On peut s'étonner que Stevin énonce ici deux résultats, qui correspondent pour nous 
à une seule formule (en réalité trois déduites les unes des autres par pennutation). Il 
ne faut cependant pas perdre de vue que les différences mentionnées dans ces 
théorèmes sont nécessairement des différences entre deux quantités, la première plus 
grande que la seconde. D'où la nécessité de distinguer des cas. 
Stevin attribue ce théorème à Philippus Lansbergius. (Ce théorème que je transforme 
selon mon style ordinaire est inventé par le très docte Seigneur Philippus 
Lansbergius) 
La démonstration occupe trois pages et s'appuie sur la figure particulièrement ardue 
donnée ci-dessous. Elle nécessite dix membres (résultats liminaires) et utilise le 
théorème XXX précédent. 

E 

Troisième partie: résolution des triangles sphériques 
Dans cette partie Stevin donne des exemples de résolution de triangles 

sphériques. Il procède avec méthode, considérant dans un premier temps la résolution 
de triangles sphériques avec un angle droit, puis dans un second temps la résolution 
de triangles sphériques avec un côté droit, et enfin il envisage la résolution des 
triangles sphériques quelconques. Un triangle a trois angles et trois côtés; ces six 
nombres sont appelés termes par Stevin. Il montre que dès lors que l'on connaît trois 
des six termes d'un triangle, on peut trouver les trois autres. 

Pour faciliter la lecture il utilise une notation très astucieuse de ses figures. 
Les trois termes connus (côté ou angle) sont codés à l'aide d'une des trois lettres R, 
K, ou G ; R signifie que le côté ou l'angle ainsi codé est droit (rectangle) ; K signifie 
que le côté ou l'angle ainsi codé est aigu (klein veut dire petit) ; G signifie que le côté 
ou l'angle ainsi codé est obtus (grand). Les membres connus sont repassés en 
pointillés sur la figure. 
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"Vn rri.mgu JPI1lriqur i 4Vtc dm.": .mgl~f 0 
cllg"m, rll.lJ dr_'f l'lltCIl.r:gr. r & rm ,~iU 
tïl'g1JU dt J'~ng/l drait J p11ll .~r .. nd qll' /t 
q~aTt d'uri ,urell, 4 l'~ppifrl~ rU J'IIr1gJl K R 
Irlgtl cQgnu. 

Cetle bticfveté entre 1Ufr~s, fenira de beaucoup 
qUl(ll.[ on veUf rroU\'l"f (1;\f l('s tl'Oh H:mlCS cognus d'un 
td':1I1 n le, les .alltre~ rroj~,ûll un dït:t:lI.x: Car tels tI"la.ngt('~ 
mJ.n~I~~ >s',lHèmblerol1r ci aprcs comme en un~table 
:lppCUl'" Indu, dts T1t~"J:!(1 ) d'aufatlt qlle par i..:dui on a 
U11f! .JdrdJ~ pOUl: r:rouver f.1C11crnent en ccite; partie Un 

fc .. tnblcll>lc eIemplr: qu'on veut imi[cr) ~l1S qu'i! failLe 
charge~' ou uotlLllcr l'c-rprir d',1UCUI1{,S des prccedemes 
rcigles; Leqllcl II/dice! d'i Tri.:m,g{a teu plus J.mpkmcll;: 

. dciàir & ded.uoé a la fin de cc Jivrc. 

I.e 0; HOI) t"w:\.·s l:og;tUS l dit" (.'11 gelleral , font: de ce­
lle llu.dire. 

A 

/"':. 
:0'000 \. 

C:C:~ __ JB 

En hqld!c figure/don plus ;tmplcdcclaradoll (.lÎ[( 
;i l.i Nore (1.: I.t ~ ~ p wPQ1Ï.[ion. l'3,rc poinc1é tle l':mglc 
C !i'~nifi(' Lm' te Oll)r()lH: ~lunn0, les .1rcS l)ointlcz Allo 

~ ...... 

A C ~ Iigrlil"Îcnr L'1 deux conn co~n~ls comprc~nanl 
r.lIl~lc inçoglHl r\: ~bis~B l'!l l'.1Ilb){' II1c~lgnu ~]~tl roll· 
che le cuite:: ill(O~11l1 fi C: Et \'ell ~IlIC Cl ;\pn's Il uou~ 
6udfl f<)Uvel!t n~)mll1(,l" CC:~ <pl3.(rC termes C, A Il 
AC. B, pour IJ. hricfvt.:[~· lluU.~ les dcnorcr'ons p;tr le 
(ù!~litcs Icmcs A, B, C. 

Il conclut cette partie par une table récapitulant tous les cas possibles et qui renvoie 
aux pages du livre dans lesquelles sont traités les exemples correspondants. 
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DES TRl AN GLES S PHE RI QY. ES. 

TRIANGL.ES SPHERlQ.YES DV 
rI\.E~!!f11. MEMIIR.! AVEC 

reillns,ks cogmlS JD/ml::" 

P~ge l~ le 1 exemple d~ la p propo­
lilion. 

l'~e f1 le 1 c1cmplc de b ; 1 rropo­
{ilion. 

?~~ Il le: J ~elTll,Je de 11 ~l pm po­
fition. 

PIte H rc of (,lemplc de la)l propo­
(iuon. 

P:ge 61 Je incmple J~ IJ j6 propo­
firion. 

Pllge 64 Ic 1 cxeDlFle de la i ï pro po­
{ilion. 

Pa!;!: 64 ICl clcIDi'Ie: de 1:l3 7 rropo­
tition. 

Page 64 le J clen1p!e J.: 1a;7 propo. 
titîon. 

TR.[ANGLE-S SPHER1~VES DV 
DEUXlfSMi "'EMlIR.li .-'VEC UH 

f~ H le 1 exemple ùe 1:1 H propo­
{ilion. 

l'a;c H 1~ Hxemple de Il lJ propo­
fition. 

p~ If Je J exemple: de La H propo­
ficion. 

P.ge 17 le 1 exemple: de b H pro po­
~tion. 

P;gt !1 le l cxC'mplc de Il 54 prape­
rllÎon. 

P,&C S7 le j exemple de b 14 propo­
fition. 

Pagt JS Ir4cxempledc Lq-4-propo-
6r;on. 

Pige [9 le 1 exemple de la )J ptOpo­
firioD. 

p~c f' le 1 w:mple de la H propo~ 
li don. 

p~ 6, J.: 1 elCCmple de la ,6 [lropo-
Cllion. . 

P"!;l' .61 le 1 el[~mple de 1.1 36 propo­
Ji:ion. 

PIge 61 Iqcxemplcdeb ~6rropo­
firion. 

r.Jlt (Dgl/II J~ml( Jt 90 ,'tg,. fo~s 
"U~!, MI/il ,ogml. 

Pa&c 66 le 1 exemple Jc 12 ~ 8 prapo­
!ition. 

P ~ge 66 1: r exelllple d~ la, 8 propo­
li tion. 

Page 67 le ltexcO\plc de b. }8 propo­
fitioll. 

l'~ce 67 lç uxcmple de u ,8 ptopo­
Lidon. 

r~g: 67 le 3 exemple de I~ 38 peopo­
lirion. 

P:J.gc: 6S 1.: .... exemple: de b. ,~ prapo­
lilion. 

P~ge 68 le 5 e:r=nI~>1e de II ~g propo. 
{iriOD. 

l'~gc: 68 1er exemple Je: I.1j3 prop". 
litivn. 

Page ~~ lc6cxcmplcdç lJ.jSpropo­
IHlun. 

P~ge 6') le 6 exemple de la jl! propo· 
Illion. 

Page 69 !e 7 exemple de Il J S prapo­
litioll. 
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III, LIVRE DELA COSMO'GRAPHIE 

l';I~C 6<) 1t:7 cxemrlc-de la',8 prape: 
Ji.iun. , 

l'VSAGE DV PRECEDENT IZ\DlCE 
DES TIlI"NGLI,~ Sl'fIER.IQ'·ES. 

S Oic:nnl trouver un ou plulicurs tcrmcs ÎnclIgnu!.!.t 
P~gc 70 IcSexcmplcdc 1a;8 propo- cc triangle ABC,donr l'angle Il l;Ut ~., d'1;' C I~ 

litioll. " deg.AC Go deg, lequclB dbnr un ~lIgl~ d(oil.~ 
A C un &:0116 plus pcli~ que It'q~rt d'LllIccrc1c,:tC 
un angle aigu, je: mcr~ ;i l' '1lIgle droit fa leme JÎbIIl' 

Page ,!O le 8 exemple de 1a;8 peopo- liante: R, rur A C la Il"[trd';', &: :U'aulre :Htglc .1Idli K 
liÜun. ,(lignifian( plus perit l,ollr les rairulls dites ai,lJ~ur!) 

P.1ge 71 le:) excmple de la 5S propo~ 
lilioll, 

,Page 71 le? exemple de h JS P[OPO­
lirion. 

P"ge 71 le 10 exemple de: la }S pro­
polition. 

TRIANGLES Sl"HERJQ..YES DV 
T~OJSlliMF. Mf. !oI DII.E SANS II.ECl"AN­

gl( (~gull d,,," ~""JII dl 90 ;,g, 

A comme on vuil, Or tcU qllt 
ccci cR UI1 triangle rccbnglr. 

~
' , je ce:rchc le ICIl.oI;d,lc au 1 

Q' 'membre de rin<lic~~srru.,. 
Iii , !;k's ,le: trouvant U le S ta 

~ ~ rorJre,où je: VO)' Ilu'un ftru. 
(j K, R..B bl:iblc Cera trou~""eD la 11 

p~ge au 1 cX,"hlélc .le H reg. 
polition , parquoi icelle operation GlÎvic, ou vient IR 

requis, El airu. aVeC 10US 311lres. NOIC:z (l1curcsq~'cD 
tOUS les cRmples des tri:lngl~J Iclbngles,commr mil 
du premier ~llIbrc. nous lIyons dellou: J'.lDgÙ: dro:r 
avec B; AC 6gnifie par tOUt l'hypothclllllë:,AJ! & Be 
COllf coUbOlllS t"oaez de l'angle droit: Mais s'il:ulve­
lIoif :l quelqu'un qu'iJ f.'lllut truUver Je, termes inco­
gnus d'uil triangle muqw: avec d :lurres kmcs,ouzftC 
fes melineS,luuemelit mi!~s. il pourroit au liell d'itrlll 
(pour ne troubler I"cfprir de diYc~{c.s lettres d'uncrnt~ 
me tignificarion.: mcrm: B ~ hnglc dtoit. A,cnlulll, 
C :lU 'toili~rmc :msle. Er /i l'.msk Jroi, du triangle 
donné dioit l b m:LÏII rêne {he, on le l'OImoir rUUltrt 

jurqUC$ :l Ct" <tuïl VIIU lI;! main dczlrC'. Ou b'CIIIIW· 
quer un 3U[re triangle de: telle dilpufitiun,:01\lmt il cl 
:UIX C'semples. , 

Ce: que nous avons dit ici du trianglc rûlaor)e, 
s"c:ntcndra aulli des auu~s triangles CôUlS anSlc dloil 
cognu • comme (t'WI: dIJ.r. Sc ~ IDCl11bre:. Li/quels al 

pourra loutioon m:atquer ~ vcc dc:s lc:mes, & remtlllt 
comlUe: font 2C's exemples imirables d;ms le liyre,&: 
alors (w\"te l'opel'3rioll non fi:u1emem Je mot l mCl\, 
mais Ilulli de: Ictrrc :llettrc, 
~al\c à cc quclfc1a 40.& ,p, a.: 41 propolitian, 

toures les JiYer1~s fortes qui ~'y rC:U\'CDI rcncontrtl',ta: 
IODt dcJCrircs ch .. "une en l''1rticulier comme des 3UlItI 

propolitions. cela a cftt:!otiJ)è COlUlIle u'dlant poiRt 
ncccJE.irc. Dcquoi pour en pade:r pat exemple ,quel­
qu'un pourroit dire: ainli: RCDCOntr:mtull trUnglc dt 
b qu:LIiré de la -1-0 propolition, cn laquelle dl.1nc trOÏl 
exemples, que (~ay·je lequel des nois je fuivni pre' 
micremcnt POUI trouyer les termes incogl1lll ! U ê~ 

PaGe 8S le 1 excmple de Iii. oH propo- Cus jc dis que qud excmple deHIois qu'oll prcnllC,OI 
Lition. vient au requis. Comme p:lC fimiliruJe je fùil'C I~ 1 

exemple, avec lequel dbm \'cnu en b prepalation al 

detnier de J'ordre. III il '! 3 dCriI s'il faut qUI: je cunli. 

T'age 85 le !CxeR'plc:d/: la oH pfOpO- nui: l'operation 3\'ec icelui 1 cltemple: , ou :lYCC ln, 
lidOll. ou ;, l'.lrquoi le relle: achevé avec td excml,lc. com· 

Ille il me lë~ dcmonltté:. je viens au reqllis, MiÏs fi je 
commcnsois ;\ fuivre premiereme:nt un des aoucsJ:ux 
exemples • j'y trouve au/li ;\ la fin de la prepamilIII 

1'3bC Rf le 1Cxelllple: Je b oH }'fOPO- fclnbJable: adv(rtillënlcnr. Le mdme fJuc'lhulii ~n-
lilial!, tendre de la -+, ~ 1-t propo6tion .Ii oÙ alllt pRfltl' 

rions il y a reIs adve[[iIr~mens. 

Page Ss le lClcmple dcla oH propv-
liuou. ' APPtI· 



74 

Il n'est pas question ici de traiter tous les exemples proposés par Stevin. Nous 
allons en c,hoisir trois, un par partie et présenter en détailla résolution de Stevin. Ces 
mêmes exemples sont présentés dans le chapitre précédent et résolus avec les 
formules modernes. Les résultats donnés par Stevin sont les mêmes que ceux obtenus 
avec les moyens modernes, à la minute d'angle près. 

Le cas des triangles sphériques rectangles 

Le chapitre traitant des triangles sphériques rectangles se décompose en sept 
propositions selon les deux termes connus du triangle, en plus de l'angle droit. Pour 
chacune des propositions il passe en revue tous les cas de triangles sphériques 
rectangles pouvant se présenter et donne un exemple de chacun de ces cas, qu'il 
résout en présentant sous forme d'algorithme les calculs. Enfin il démontre la 
proposition, et justifie par là-même les réponses données dans les exemples, en se 
référant aux théorèmes de la partie précédente. 

Dans la proposition 32, sont supposés connus l'hypoténuse et un côté de l'angle 
droit. 

Dans la proposition 33, sont supposés connus les deux côtés de l'angle droit. 

Dans la proposition 34, sont supposés connus l'hypoténuse et un angle oblique. 

Dans la proposition 35, sont supposés connus un angle oblique et son côté opposé. 

Dans la proposition 36, sont supposés connus un angle oblique et son côté adjacent. 

Dans la proposition 37, sont supposés connus les deux angles obliques. 
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Examinons le tout premier exemple donné par Stevin qui illustre un des cas de 
la proposition 32. 

PR.O.~IJ" 1. l'I.OPOSITION XXXIL 

EStil1/lCljllllr"",,, 4,,;,1 •• tr;'," I/Iuiqlt ,tlùJJglt, 
.mr rh,.,lmIifo , c,;. .. tfj/I th r..,,, in;, : rmIPU Il 

tr.iJit{tfII uJl(6' 1/1111'''''_ -'l./n. 
Les trois tctma çogniu fe: peuvcnc re:aC'ol1trct ,de 

ccs 'lll;ltIC clillenes [orccs : 

Lc:fCJaeIs recenns qlUtte divcrft's f~çon$ d'operation, 
nOl1S mcarons de chicun un uemplc: particulier. 

1. ~K,.,k "II % "j,,,,lt ':.'tllt '1-JitI. 

" 

f) ,-~ 
A Il Û1IIII. Soit A Il C un 

mansl,: 'rphcrique, dom ["an· 

(.~
i\ gle n dl droit, &: J'hypo,be. 

L'" ' • nuf. AC fait JO d.gr. mais 
• ." Il B 151 deg. JO {D. 

0/ ~ LI rlf'" 11 faut trouvet le: 
é -.:... ~(:.. J: uoiJic:(mccollci BC,avedcs 
~- 2UttCS dellun,l ... A,C. 

o· , I.'a JI, T r 0 JI. . 
1",mlti,. th t.,pt Be. 

Sinus de l'Angle: droir 
Donn .. le (mus de l'ue de complement do 

c:afté de l'~nglc: droir Il B 
Combien b Ië~nt .. de: AC 
VicotbCc:c:anre: 
Dom: hrc: pour la tC'luUe: B C 

10000. 

A Il lieu de l'opC:l':UiOD ci dclli:u: on poarrolr par la 
~S l'.IOpolition d.rc ainli, 
1:.10 ônus de l'arc Je compk.menr du collé de 

l'ansl!:droit AB 870., 
Donne le: Iinus de J'arc de complement de 

l'bvpotbenak A C '4lB. 
Con\~ien le linusde fangle choit JOODol 
Viem jjnw nIf. 
Donr l'arc 47 q. )6. 
Souftrair de '0 deg. 
R~lle pout la rtquire D C 41 deg, ' .... 

Cc: 'lui dbnr ainfi, quclqu'uD pontroir penler pour­
quoi op a prins b prcmiert opctariDIII\ll1ic;u de celte 
IècODde. ou au Ueu de plufieun &\uru oJ'Cflltions,donr 
noUJ parlerons plus amrlcmenl CD l'Appendice: , pat 
lefqucUes le lDerme coRe requis B C Ce peut trouver 1 
L~ railou cil: rcUe: E.D la pœllliere operation li '1 a mol­
ripliutiun du r~r terme avec: la uoilicline, Il (ç:l­
voir 87o", avec 'H17: Eten la Iëcond!: opc:nrion,di. 

,ilion, ;lfç:lyoir 64180000 F.1I70",: Mais YCllcpIC 
multiplication n'tftpas li diHidlc CJue divilion. po!IF­
tant la ptcmicrc operation a c:llé chojflC ail liCl! cie la 
(econde.nU:lacuDe: 3Uue. 
, Et ce :quc nous avons di~ ici dll prc,mier esemp/t, 

'S entendra aulli de tous (cs Wivaas. 1;l ou chacun ICIIIIC 

incOgDU dll oiangle rclhnglc fa tr'OUn:ra parrounm 
une muidplicarioD : Et cela Don feulemenr au uWà 
rcébngle, mais auOi au triangle oblique aYCCDD~ 
de Il 0 deg. Aulli ~ dlacun dcsdcgs triangles rttboglcr. 
lIurqueb li: partir le: triangle oblique, pOIU en D'0IIft1 
les temlU incognus. 

1.'UtlllÜlI d, /'ugk A, 
Le IÎnII5 de (';mglc deDit 
DonDe 1. tangente de Il!.ypomcnufe A C 
Combien la cmgenu: de l'arc de ~mpte. 

ment de AD 
Vicilda ièc:mre 
L'arc dïccllli pDur l'Anglc:rc:qois A 

1.'TItllli,n.de r ... gll C. 
Le Gnusde: ('angle droi~ 
Donne la fccante de l'ace de: compJeme.ctde 

l'hyporhenllk: A C 
COlnbiro le unGs de AB 
Vicor le tinus 

1000110 

'JO!" 
1941 ,.,... 

L'ace: d'icelui p,,1lr l'angle requis C 1-odcg, 

--Le triangle sphérique ABC est rectangle en B ; l'hypoténuse AC vaut 50 0 ; et le côté 
....--. 
AB vaut 29°30'. 

....--.... 
Première étape: calcul du côté BC 
Stevin propose deux solutions qui utilisent le théorème XXV, c'est-à-dire l'égalité 

sin (90°) sin(900 -Bè) 
---:----'----<--:- = --:---_:_7-

sin(900 - BA) sin(900 - AC)" 
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Pour l'une des démonstrations, il utilise en plus le théorème XXII assure que 

sin (90 0 -Bè) sec(Aè) ". ,. sin (90°) sec(Aè) 

( __ ) = ( __ ) . D ou Il dedUit que ( ) = ( ___ ) puis que 
sin 90° - AC sec BC sin 90° - BA sec BC 

( --) sec( 500)xsin( 60°30') 
sec BC = . () et ce calcul ne nécessite qu'une seule 

sm 90° 

multiplication. Voici les résultats: 

sin(900) = 10000 

sin(900-BÀ) = sin(60030') = 
8704 

Sinus de l'angle "toit 
Donue le linus de l'arc de complement du 

cofi:édd':anglc droit A B 
Combien 11 (CCllltc de AC 
Vieot la. Cecante 

10000. 

S,0 ..... 

Im7~ 
IH",I. 

sec(Aè) = sec(500) = 15557 Dont l'uc pour b requife H C 41 deg.l .... 

sec(Bè) = 13541 

Bè = 42°24' 

--Stevin fait remarquer en note que l'on aurait pu trouver BC en utilisant seulement le 
théorème XXV; on aurait trouvé le sinus de son complément; mais cela aurait 
nécessité de faire une division, opération plus délicate que la multiplication 
mentionnée ci-dessus. 

~ 

Deuxième étape: calcul de l'angle A 

, sin (90°) sin (900 - Â) 
Le théoreme XXVIII donne ( __ ) = ( ___ ); les théorèmes 19 et 21 

tan AC tan AB 

permettent d'améliorer ceci et d'obtenir 
sin (90°) tan (90° - AB) 

= et d'en déduire 
tan (Tc) sec(Â) 

sec (Â) à l'aide d'une multiplication simple. Voici les résultats: 

sin(900) = 10000 Le Gous de h.ngIe droit 
tan(Aè) = tan(500) = 11918 Donndatangenrcde l'hypothenufc AC 

Combien la Wlgente de l'OLU: de ~ompJe4 
tan(900-:4B) = tan(60030') = 17675 rncncde AB 

Vielle la (êcanrc 
sec(Â) = 21065 L'arc d'ÎœllÙ pour l'Angh:rcquis A 

Â = 61°39' 

1761$' 
lID,"Jo-

61dcg.J,. 
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~ 

Troisième étape: calcul de l'angle C 
La formule des sinus permet de conclure, et le théorème XXI permet de simplifier le 

. ~ sin (AB) sin(Aè) sin (90°) " , 
calcul de sm( cl· On a Cl ~ . ( 0) ~ ( -r d ou le resultat â 

sin C sm 90 sec 90° - AC 

l'aide d'une multiplication. On connaît sin(ê) et comme AB est inférieur à un 

~ ~ 

quart de grand cercle, on sait par le théorème II que C est aigu, d'où la valeur de C. 
Voici les résultats: 

10000. sin(900) = 10000 

sec(90o -Aè) = sec(400) = 13054 

Leûnusdc: l'angle droit 
Donne la Cecante de facc:de c:omplcmeotdc 

sin (AB) = sin(29°30') = 49242 

sin ê = 6428 

c =40° 

l'hypothenufc A C 
Combien le Gna, de A B. 
Vient le: flous 
L'ue d'jcelui pJ)l1f l':angle requis C 

Le cas des triangles sphériques avec un côté droit 

l30J.f. 
i94t 

'41' ,,"odcg, 

Une seule proposition dans ce chapitre: la proposition 38 qui suppose connus 
en plus du côté droit (c'est à dire égal à un quart de grand cercle) deux autres termes. 
Stevin considère alors 17 types de triangles. 
Dans les exemples 1 à 4 sont supposés connus l'angle opposé au côté droit et un côté. 
Dans les exemples 5 à 6 sont supposés connus un angle adjacent au côté droit et son 
côté opposé. 
Dans les exemples 7 à 10 sont supposés connus un angle adjacent au côté droit et son 
côté adjacent. 
Dans les exemples Il à 14 sont supposés connus un angle adjacent et l'angle opposé 
au côté droit. 
Dans les exemples 15 à 17 sont supposés connus les trois côtés. 
Le cas où seraient connus les deux angles adjacents au côté droit n'est pas étudié ici. 
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z· " ~, -5, c: 

~~:~ ~~(''); 
SU [:'LJ 

... \ tP. y. fll. lL t-:. 

[(JtO~Q~O 

L'exemple 1 présenté par Stevin est le suivant: AB = 90° ; AB = 68°37' et ABC 
68°17'. 
Stevin construit le grand cercle CD de pôle A. Le triangle sphérique rectangle BCD 

possède trois termes connus (l'angle ÎJ droit, l'angle iSBC complémentaire de 
_.--... ---
ABC et le côté BD complémentaire de AB). Ce type de triangle a été étudié dans 
la proposition 36 de la partie précédente. 

If ,lrmm. Soü" n C ·un triangle (ph~riquc 10 dont 
le cotlé A C fait 90 deg. AB 68 deg. 57 CD) & l'angle 
ABC GS deg.!7 (D. . 

A 

:& 
.•.. ~~ 

". ~:itï':~"~ f- ...... . 
'"... ~. ," 

"-. ~ /D 
~ ? 

.~".. .. ...... 
~ ~ ..... ,. . ..... 

...... . .. ~ ....... ... ..... 
1_ 41 ........................... ... 

I.e nquÎ,. n faut trouver te rroificCmc: collé BC,.:1vCC 
tq; aUtres deux angle, A, AC B. 
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Détaillons la démarche de Stevin. 
Tout d'abord le triangle rectangle BCD a un angle obtus et un côté aigu; alors 

~ 

l'angle C est nécessairement aigu (théorème II) et l'hypothénuse et le troisième côté 
sont nécessairement obtus. 
Dans BCD, par le théorème XXVI (c'est-à-dire notre formule (5'» on 

sin(s) sin(900-ê) . ". . sin (90°) sec(iID) 
a: . ( 0) = ( ___ ) , ce qUI peut s ecnre aUSSI ( ~) = ~, ce 

sm 90 sin 90° - BD sec 90° - B sec C 

~ ~ 

qui permet d'obtenir secC par une multiplication simple, puis C par les tables. On 
-en déduit l'angle ACB du triangle ABC. Voici les résultats obtenus: 

In'iJtlJtion dr /'411glt AC B. 

Sinus de- l'angle drQIt 1000:. 

Donne {CC;l1ltc de l'arc de complement de 
. Ane ~~ 

Comhien h (cca.ntc de rare de COJDpJ~ruent 
de A 11 l omf 

Vienr lèc:ulte uS+G. 
L'arc: d'rcdJc ~o d~ 
Souftrai[ de ?Q # 
Relie oour rapelc tt'Clais A C B 6odC'R. 

Dans BCD, par le théorème XXVII (c'est-à-dire notre formule (2"» on 
..--.. ~ sin (90°) tanE 

a sin(iID) = tan (éD) d'où on déduit tan (éD) puis CD, c'est-à-dire A 

nécessairement obtus. Voici les résultats obtenus : 

JfJV~llIÙIl de l'tIngle A. 

Sinus de l':Inglc droi[ 
Donne Jill11'i de l'arc de complemc:m de: AB 
Combien (lhgentc de l'angle ABC 
Vient l;tngent~ .. 
L':l.l'c<.hcdle 
SOlltlr3lt de 

lJjll! 

Renc }lOUt l'angle rcquü A 

9:'51· 
.+1 deg··n· 
x~o deg. 

13] deg.11. 

Dans BCD, le théorème XXVIII (c'est-à-dire notre formule (2'» on a 

sin (90°) tan (SC) . " secS tan (SC) " . 
( 

"') = ( ___ ) , ce qUI peut s éCrIre . ( ) = ("--")' d ou on dédUIt 
sin 90° - B tan BD sm 90° tan BD 

sc nécessairement obtus. Voici les résultats obtenus: 
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[o'Vtnlùm dll cojlé B C. 
Sinus dt; l'angle drOIC . JnOQ'(). 

Donne b [t'caI1t~ de J"anglc A n C l7 J.: 5. 
Combien t:1ngente de 1'~llblc de cOJnl)lcmcnt 

de AB )~H6? 
VieHt t~Ulgentc 10661, 
L·an.: d'iccHe ,,6 deg. JO. 
Suutll':li t Je 1 S 0 dcg. 
Rene: pour k requis Bef';; deg. 10. 

Le cas des triangles quelconques 

La partie concernant les triangles quelconques se décompose en six 
propositions: 

Proposition 39 : Sont supposés connus deux côtés et un angle non compris entre ces 
deux côtés. 

Ce cas relève de la formule des sinus. Stevin donne et démontre 12 règles permettant 
de donner, selon la nature des termes connus du triangle, le nombre de solutions au 
problème (une ou deux). 

~ ....-......--.. 
Stevin suppose connus l'angle C et les côtés b = AC et c = AB . 

Règle 1 : Si l'angle C était aigu et AC 
plus petit que AB, l 'angle B sera 
seulement aigu. 

Règle Il: Si l'angle C était obtus et AC 
plus grand que AB, l'angle B sera 
seulement obtus. 

Règle Ill : Si l'angle C était aigu et AC 
plus grand que le quart d'un cercle et AB 
pas plus petit que la différence entre AC 
et le demi-cercle, l'angle B sera 
seulement obtus. 

AD est perpendiculaire à BC en D. L'arc 
....-.... '" 
AD est inférieur à 900 et l'angle B 

aussi. 

AD est perpendiculaire à BC en D. L'arc 
....-.... ~ 

AD est supérieur à 900 et l'angle B 
aussi. 

C et D sont diamétralement opposés. 
..--.. 

L'arc AE est perpendiculaire à CD en E . 
....-.... 

L'arc AB est plus grand que AD. Les 
~ 

angles D et B des triangles rectangles -ADE et AEB sont aigus. Donc ABC est 
obtus. 



Règle IV : Si l 'angle C était obtus et AC 
plus petit que le quart d'un cercle et AB 
plus petit que la différence entre AC et le 
demi-cercle, l'angle B sera seulement 
aigu. 

Règle V: Si AC était égal à AB, l'angle 
B sera seulement égal à C. 
Règle VI : Si le triangle n'est pas l'un 
des cinq susdits, et que l 'angle B par la 
construction fut trouvé droit, il y a 
seulement cette solution. 
Règle VII : Si le triangle n 'est pas un des 
six susdits, il y aura deux solutions. 

Règle VIII : Si AC faisait le quart d'un 
cercle, et que l'angle B par la 
construction fut trouvé obliqué, il aura 
deux solutions. 

Règle IX: Si l 'angle C était aigu, et AC 
plus petit que le quart d'un cercle, et AB 
plus petit que AC, et que l'angle B par la 
construction fut trouvé oblique, il aura 
deux solutions. 

Règle X : Si l'angle C était aigu, et AC 
plus grand que le quart d'un cercle, et 
AB plus grand que AC, et que l'angle B 
par la construction fut trouvé oblique, il 
aura deux solutions. 

6 non droit 
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Même type de raisonnement que ci­
dessus. 
Le triangle sphérique ABC est « isocèle )} 
et a dons deux angles égaux 
Le triangle sphérique ABC est alors 
rectangle en B 

Cette règle se démontre en considérant 
les cas de triangles ne relevant pas des 
règles 1 à VI ; c'est ce qui constitue les 
règles VIII à XII. 

---L'arc AD est perpendiculaire au demi-
......--. .---. 

cercle CE. Les arcs AC et AE valent 
90°. Les angles de sommets Cet E sont 
égaux. Les deux triangles ABC et AFC 

'" ont en commun l'angle C et les côtés b = 
......--. 

AC et c = AB = AF . 

Les deux triangles ABC et AEC ont en 
'" ......--. 

commun l'angle C et les côtés b = AC 

et c = AB = AE . 

Même démarche et même conclusion que 
ci-dessus. 



Règle XI : Si l'angle C était aigu, et AC 
plus grand que le quart d'un cercle, et 
AB plus petit que la différence entre AC 
et le demi-cercle, et que l'angle B par la 
construction fut trouvé oblique, il aura 
deux solutions. 

Règle XII : Si l'angle C était obtus, et 
AC plus petit que le quart d'un cercle, et 
AB plus grand que la différence entre AC 
et le demi-cercle, et que l 'angle B par la 
construction fut trouvé oblique, il aura 
deux solutions. 
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....--.. 
L'arc AE est perpendiculaire au demi-
cercle CD. Les deux triangles ABC et 

~ 

AFC ont en commun l'angle C et les -- ....--......--.. 
côtés b = AC et c = AB = AF. 

Même conclusion que ci-dessus. 

Il présente ces douze règles sous forme d'un algorithme très parlant. Le schéma en 
est donné en annexe en format paysage pour gagner en lisibilité. 
Proposition 40 : Sont supposés connus deux côtés et l' angle qu'ils contiennent. 
Là encore Stevin utilise la hauteur issue d'un des angles inconnues pour résoudre le 
triangle. 
Proposition 41 : Sont supposés connus deux angles et un côté non compris entre ces 
deux angles. 
Proposition 42 : Sont supposés connus deux angles et le côté compris entre ces deux 
angles. 
Proposition 43 : Sont supposés connus les trois côtés. 
Stevin utilise le théorème XXX pour trouver un angle. 
Proposition 44 : Sont supposés connus les trois angles. 
Stévin utilise le théorème XXXI pour trouver un côté. 

Examinons l'exemple 1 proposé par Stevin pour illustrer la proposition 39 . 
....--.. ....--.. ~ 

Le triangle sphérique ABC est tel que : AC = 50° ; AB = 81 °19 ' ; C = 40°. 
~ --

Ce triangle relève de la règle 1 car C est aigu; AC est plus petit que AB ; Stevin 
~ 

en déduit qu'alors B est nécessairement aigu et dans ce cas, un seul triangle répond 
aux contraintes. 
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1. Excmpit d/~ ITial1gl~ dt Iii 1 (} 2. Ttig/t. 

Le ,lfllm.!. S l,it A fi C un trLtnglc (p hcriquc, dont 
r;\nglc C fût 40 Jeg, le; (Ojl~ AC P des, &: An 81 

deg.'!) ~I"" " 
J,~' f'li/~~' Il f;m t twu\'el" 1 c troi (idil'C collé Be, :Ire, 

les :lutrcS deux :tllglco; CA 1\ IL 
l'Ttp.mltstJlI. J:.: \' uy p[ctHi cre ment (a,us qudl~ rClg!e 

n.ppJ.l'tIcnr ~e fX'ung!e, 
i\. &. le rrOUV.lllt de Ll, 1 

:"'- rcigl(", je tin: r;\tc AD 
ded.1llÇ le [ri.lugle, 1 
:.lilI-le Lirait {u! cn, ~ 

b . 1 
:.linli j'a y Ull r[[.lllgll~ 

rcC:t:ltlgle ADe :wcc 
r;[oj~ rennes cognus, 
p:lr iccuxcerchC:s1C'c~. 

B ft..: de fOll ôlugle J.COlt 

A D par b H propo. 
D firion ~ il [c trOUit;' de 

19 Jeg. ;o:}'). Tellement que A~ fi dl maillu:~~n! 
~mlli un u'i::1.n'!le re,bnelç O1vec: trou I:ctmcscognu" 

Détail10ns la démarche de Stevin pour résoudre le triangle de l'exemple l, 
Il trace la hauteur AD du triangle, située nécessairement à l'intérieur. 

...--
Dans le triangle rectangle A CD, grâce au théorème XXIII, il calcule AD, 
nécessairement aigu. 
Puis dans le triangle rectangle ACD, dont on connaît deux côtés et deux angles, il 

.--.. 
calcule grâce au théorème XXV le côté CD. 

sin (900 ) sin(900 -éD) secAC ".--.. 

( ) = ( .--..) = ...-- , d ou CD . 
sin 90 0 -AD sin 900 -AC secCD 

..--. .--.. 
Il calcule de même le côté BD dans le triangle rectangle ABD et en déduit BC par 
une addition. - - -Il calcule les angles CAD et BAD grâce au théorème XXVIII et obtient BAC par 
une addition. 

" Enfin il calcule l'angle B dans le triangle rectangle ABD. La formule des sinus est 
plus agréable dans le triangle rectangle que dans le triangle ABC. 
Voici ses réponses. 
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lIJvmtion dfl coll,: Be. 
PrcolicTC'mcnr 3ranr fa il 1.1 prcpJr:ttiol1 

cun!lllt dd{ll~, je [rouve le cotl':: 0 C Ju 
tn.ln;lt \"cthl1g1~ ADe, p:tl'!a;l rra-
~'()liIlOn, de .. p. deg. q, 

A l~(nX :lJ)oulldc collé D Il du trl:m~lc rc· 
{ulI~lc A D il. qui li: rrOll\'C 1 pa[ la p 
rWl'~liElon , de . 

r ():J! cnlcmblc pOUl' le cof\i: {CCIlIis fi C 
S {) tlC'g. [. 

Hl dcg :'5. 

Int'tntiQIZ de tdngl( CAB. 
Pltmi~rcm('llt .'\j .. ,n{ t~1i t I.t J1 l"t·p.1ra tiun 

conlln~' Jellils)lc tl'Oll"C !"angle CAU dt' 
trJ.1n~1c n:èhnglc ADe, 1';'\1' 1.1 ; l PfO-
putiuon, dt 6. Jcg.39. 

1\ ICCLlX ~~Ijoufié r~ngle D A fi du fri.mBh: 
rccllll&lc AD fi, qui (ë C'roLI\'c , p;1C Il )1, 

pwpohrÏol1, de SJ deg.;. 
1+6 dcg .• p. Fnll! cnbnblc pour bngl~ requi) ADC 

I!n/(l1li~n de l'dllg" 13. 
Prtm:t'ccmcnt ;1 pm bit 1.1 frcp.ar;ltlon 

cornent: dcllitS, Je ,rQuyt: ~!lllglC' H <lu 
rci:lllgk rct'hng\t: l\ D Rt l':t[ ta,! propù-
!ifl('n~ qUI dl- !lllHj l'angle l'nplic;, de 19 ltCg. f;. 
__ .. 1 4 ., r . ....- • 1 1 - 1 
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Utilisation de la trigonométrie 
sphérique en navigation 

Des exemples de Stevin (1548-1620) 
Les exemples suivants sont extraits d'un traité de navigation publié en 1605 

pour le Prince Maurice de Nassau et l'école du génie de Leyde crée par le Prince. On 
les trouve précisément dans le livre IV De 1 'histiodromie ou cours des navires pages 
144-147 (traduction de Girard, édition 1584). Stevin utilise le vocabulaire suivant: 
un grand cercle, ou cercle majeur sur une sphère (la Terre en l'occurrence) est un 
cours droit; un rumb, ou loxodromie est un cours oblique. 

Naviguer à cours droit consiste à suivre une route maritime équivalente à un 
grand cercle: la distance parcourue est alors minimale. Naviguer à cours oblique, 
c'est naviguer en conservant un cap constant: l'angle que fait la route maritime avec 
le méridien du lieu reste fixe. Les loxodromies ne sont pas des cercles. 

Toutes les mesures sont exprimées en degrés, minutes, secondes. 

Premier exemple: le triangle de navigation 

Stevin énonce dans son livre IV une proposition 1 en ces termes: 
Étant donnés trois termes de deux lieux, c'est à dire trois termes parmi les six 
suivants: 

1 Angle de position direct du premier lieu au second 
II Angle de position directe du second lieu au premier 
III Différence des longitudes 
IV Latitude du premier lieu 
V Latitude du second lieu 
VI Distance des deux lieux 

trouver les trois autres termes. 

Stevin résout un exemple, accompagné d'une figure. 



86 

PAoros (TION 1. 

E SWII J61111t<. IrDÏlttTIII(1 tk dttt:f li,"): ,"Jf.J~~iT trlir 111· 

mis dts " {imwlS : (Dltmll. 

J. "agk ,lqq(illSII tlm.'l il" pmni,' liCII, " frCDIl4. 
Il, AlIglr Jo PDfi,;,,, dl1tc1 titi ft .. nd IÎttI. /1/1 prtt/lllr. 
J 11. Dlff.rlllct J, .. I'''giruJu. 
1 V. L.rri",dt J" prm"" 1,(Il. 
V. l.tlr;IIIIJ, ,III (;",,4 liai. 
V l. l>ijJ.JIlf(d(stlt":"IiU~·. 

l"I1fIP&/, Irs r"ii .u4rm r.7I1ltl. 

rr J~m,f. Soir A ne D le: globe [cerdlre • &' BD 
J'e'luare:ul • & D comlll('nCCIllCIl[ des, lonsi[tJJ~I, A 
pole. E premier lieu. F Ii:cond. E F arc de urdr I!U. 

j:ur. COlUme: dilhnce:: E G ro drgra. &; F H ;,j ,k. 
~rcz ,Ics 1.lIi[IJdcsdes dcuxlicUlC, dont 1er coml'lemc;1: 
tÏ;ronl AE. 80, & Â F 60 dcgrc:z.& G H L ditf(rc~.« 

A 

/./~.---,/' 

c\ 
Ct 

/~~: 
D () JO 

:te ' \
r::-....,. • 

( 4 (). . H 

c 
FIG 1 : La figure de Stevin 

Les deux lieux sont les points E et F 
Les six données sont ici --1 : AEF inconnu --II : AFE inconnu -- ,........ III : GOH = GH = 40° connu -- ,........ IV: GOE = GE = 100 connu -- ,........ V: HOF= HF= 30° connu -- ,........ VI : EOF = EF inconnu 

B 

L'arc 'iF est un arc de grand cercle, les arcs ÂÈ et iF aussi, si bien que AEF est un 
triangle sphérique dont on connaît deux côtés et un angle; il est résoluble. 
On a pour le triangle sphérique AEF : 

côtés 
,........ ,........ 

f=ÂÈ = 90° _J0 0 = 80° a=EF= ? e = AF = 90° - 30° = 60° 
angles - -A =40° E =? F=? 
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FIG 2 : Le triangle sphérique AEF 

On peut calculer a grâce à la formule des cosinus. Ce n'est évidemment pas 
ainsi que Stevin procède. 

cosa = cos80°cos600+sin800sin60°cos40° ~ 0,74016 
d'où a ~ 42,255° ~ 42°15' 

Une fois connu a , on peut appliquer la formule des sinus; ici E < 90° et F > 90° 
On obtient: 

sin(E) = s~ne x sin (A) ~ 0,82785 ; d'où E ~ 55,878° ~ 55°53' 
sma 

sin(Y) = s.inf x sin (A) ~ 0,94139; d'où F = 109,713° ~ 109°43'. 
sma 

Stevin donne les réponses suivantes en évoquant la proposition 40 (voir 
chapitre précédent) de la trigonométrie sphérique: 
AEF= 55°51' ;AFE= 109°44'; EF=42°15' 

Deuxième exemple: la navigation à cours droit 

Voici ce qu'écrit Stevin: Après que SON EXCELLENCE eut entendu la navigation par 
rumbs, comme on les verra ci après, et comparant les cours droits à iceux, comme 
plus courts, il lui a semblé bon que j'en écrive quelque chose, puisque l'ordre même 
le requerrait, si on s'en voulait servir, et ainsi j'en ai fait ces deux descriptions 
suivantes, l'une Mécanique, l'autre Mathématique. 
Stevin traite alors l'exemple suivant: 



88 

2. E,Wlllfl,'~ ()lf.U/;c'I.'I41Ù/IJfW(;:I. 

Ir dlllwl. So~C'1lt A & B .h-u'( lIL'1/;>; liH I.~ n:IIT, C po­
le. F F l'C(\u,ucur, li F l.HiruJc: dl' B, 5 J ... ~rL?:. ,\ L ;.j 
d:':?" I.!tiw,lc: Je J\ • ;:.: iccm; protluns Ji.. rCth .. uacn.'fLl:I\ 

c 

nu pol~ C ,:linii '!"~ 1.\ C. C ,\ 1:~!',.lId.-.~ l"'fI'i,!cmtt1:> 
.1,-\ l,ltlrL1Jt:S. &. l' E S ~ "cg. (11 t! (' t l'11Lt:! • ~I.'~ 1',):lgi~\1.1cs. 
l'our bngl!: Il C A. ' 

r.e requis. 011 ,'cm flirt" lin cotin ,Imir .Ie ;\ ::l';I',ln 
t'Il Il. p:1f \'nye ~bthrlll.Hilplc > a!fw01:" p:lr le mVY':ll 
àl'.~ cri,\l1:;lcs tph;:rillllC:~. 

1 rrtp,1r,ttÏGn. 

Je rite .. \ Il ;\ro,; J<.:c·:r.:l .. m':I~~lIr. !e p!'uJUtÜnf jll(. 
'111C", ,i 1'l."pl.I(cur {'Il D. 

1 l'a'ûf de /'opu.ttÏlm. 

Au tri:lIJglr ne A. h.'quel :t rrois [rrm\:s (,i..'';:1lI~. 
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A et B sont deux lieux sur la Terre; C désigne le pôle, le grand cercle FE est 
l'équateur ; on connaît les latitudes des deux lieux, ainsi que la différence de leurs 
longitudes et il s'agit de faire un « cours droit de A à B par voie mathématique », 
c'est à dire déterminer l'arc de grand cercle qui passe par A et B en utilisant les 
triangles sphériques. 
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FIG 3 : Le cours droit de A vers B 

A a pour latitude 500Nord donc AB = 50° et éÀ = 40°. 

B a pour latitude 5° Nord donc BF= 5° et éB = 85°. 
L'angle de sommet C du triangle sphérique ABC vaut 83°. 
Pour naviguer de A vers B comment être sûr que l'on reste bien sur le grand cercle ? 

-Il faut évaluer le cap à suivre au départ c'est à dire l'angle CAB (c'est l'objet de la 
première étape), puis s'assurer que l'on ne s'écarte pas du grand cercle AB (c'est 
l'objet des étapes suivantes). Il s'agit de «réajuster », tous les 4°, le trajet pour se 
maintenir à peu près sur le grand cercle AB. Cette valeur de 4° semble élevée: un arc 
de 4° a une longueur de l'ordre de 450 km ... 

Nous allons détailler la méthode exposée par Stevin, étape par étape, en 
donnant d'abord notre solution du problème qui utilise les formules modernes de 
trigonométrie sphérique, et nous les comparerons avec les réponses données par 
Stevin. 

1) Première étape: résolution de ABC pour connaître le cap à suivre au départ 

Le grand cercle AB coupe l'équateur EF en D ; ABC est un triangle sphérique et on a 

côtés a= 85° b=40° c=? 
angles - - -A =? B =? 

Il est résoluble. La formule des cosinus donne: 
cosc = cos(85°)cos( 40°) + sin(85°)sin( 400)cos(83 0). 

On en déduit c = AB::z 81,674° ::z 81 °40'. 

C = 83° 
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- -On peut utiliser encore la fonnule des cosinus pour trouver A et B . 

cos(85°) = cos (400)cos(c) + sin(400)sin(c)cos(A\ - -D'ou cos( A ) ~ - 0,0374 et A ~ 92,142° ~ 92°8' 
cos(400) =cos (85°)cos(c) + sin(85°)sin(c)cos(B). 

D'où cos(B) ~ 0,7644 et B ~ 40,15° ~ 40°9'. 
La fonnule des sinus pennet aussi de trouver A et B ; encore faut-il savoir si A -et B sont aigus ou obtus ... 

Stevin donne les réponses suivantes: 
CAB = 92°8' ; dont il déduit BAE = 87°52' (le supplémentaire) 
CBA = 39°45' 
AB=81°41' -On observe une légère distorsion des résultats pour l'angle B de ABC. 

Le cap à suivre au départ est donc 92°8'. 

r'"\ 
2) Deuxième étape: obtenir DG 

On a pour ce triangle sphérique rectangle DBF les données suivantes: 

côtés ,..---., ,..---., 

f=i5È= ? d=BF= 5° b=DF=? 
angles - - -D B = 40°9' F =90° 

D , b, etfsont nécessairement aigus. 

La fonnule duale des cosinus pennet d'obtenir l'angle D (fonnule (5') des triangles 
sphériques rectangles). 
cos(D) = sin(B) cosd=sin(4009')cos(5°) ~ 0,6423. -D'où D ~ 50,034° ~ 50°2'. 

sin(5°) ,..---., La fonnule des sinus donne sinf= ~ 0,1137 etf= DB ~ 6,530° ~ 6°32'. 
sin(5002 ') 

-Stevin obtient (avec B = 39°45') -D = 50°26' 

....--.-. ,....-... ~ ,..--.,. ,.--.... ,....-... 

DA = DB + BA ; on obtient 81,674 + 6,530 = 88,204° ~ 88°12'; puis DG = DA -AG 
= 88°12' - 4° = 84°12' 

1 
,..---., ,..---., 

Stevin obtient DA = 88°8' et DG = 84°8' 

3) Troisième étape: premier réajustement 

Stevin considère et résout le triangle sphérique rectangle DGH pour connaître quel 
cours on prendra de G vers B. 

Pour le triangle sphérique rectangle DGH on a les données suivantes: 
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côtés ,.-... ,.-... ,.-... 

d=GH=? g=DH=? h = DG = 84°12' 
angles - - -D = 50°2' G =? H =90° 

-Ici encore, d, g, G sont nécessairement aigus. 

La formule (4') des triangles sphériques rectangles permet d'écrire: 

cosh = cot(D) cot(O) d'où tanCe) = A 1 ~ 8,2990 et G ~ 83,129° ~ 
tan(D) cos(h) 

-83°8' ; on en déduit que CGB vaut 180° - 83°8' = 96°52'. 

On pourrait aussi calculer d = éiH qui donne la latitude de G . 

Stevin obtient en utilisant la proposition 34 des triangles sphériques 

rectangles l'angle DGH égal à 87°45', en prenant D = 50°26' et fiG = 

84°8' ; ce résultat est significativement différent de celui obtenu ci-dessus. 

Or la proposition 34 évoquée par Stevin est exactement celle utilisée ci­
dessus. Avec les notions en vigueur à l'époque, elle s'écrit: 

tan(G) = sec(h) x tan(90° - D) 
sec(h) désigne la sécante de h c'est à dire ..JI + tan2(h) = _1_ en langage 

cos(h) 
moderne. 
Stevin calcule donc sec(84°8') x tan(39°34') ~ 8,084 et cela devrait donner -G ~ 82°57' ; ce n'est pas ce que renvoie Stevin. 

S'agit-il d'une confusion sur la valeur de l'arc AG? Si l'on prend AG = 4' 

(au lieu de 4°),D = 50°26', fiG = 88°4' on obtient tan(G) ~ 24,4924 et G 
~ 87° 40' ce qui est cohérent avec la réponse donnée par Stevin. 

Dans le triangle sphérique ABC on a obtenu A ~ 92°8' qui donne le cap à suivre. 
4° plus loin sur le cours droit, arrivé en G on obtient dans le triangle sphérique DGH 

l'angle G ~ 83°4' ; il s'en suit que l'angle Wc, qui donne le nouveau cap, vaut 
180° - 83°4' = 96°56'. 

-On pourrait évaluer cet angle DGC en résolvant le triangle non sphérique CAG dont -on connaît deux côtés AC = 40° et AG = 4°, et un angle CAG = 92°8'. La formule --des cosinus permet de calculer d'abord le troisième côté CG, puis l'angle AGC. --On obtiendrait cos CG = cos(400)cos(4°) + sin(400)sin(4°)cos(92°8') ~ 0,7625 et --CG ~ 40°19'. --Puis cos( 40°) = cos( 4 O)cos CG + sine 4 O)sin CG cos A GC , doù - -cos AGC ~ 0,1195 qui donne AGC ~ 83°8'. 
Stevin travaille autant que faire ce peut dans les triangles sphériques rectangles, avec 
des formules simples. Voila pourquoi il introduit ce point D. 
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4) Dernière étape 

Soit K le point du grand cercle AB tel que BK = 4°et Ci le méridien qui passe par K 
on peut résoudre le triangle sphérique rectangle DKL . 

Cap à suivre en A : 
92°8' 

Cap à suivre 
en K: 40°27' 

Cap à suivre 
en G: 96°56' 

Cap à suivre 
eh B: 40°9' 

, , 
o~ 

1 

FIG 4 : Le triangle sphérique DKL 

,.-., ,.-., 

Dans le triangle sphérique rectangle DKL, on peut évaluer DK = DB + 4° = 6°32' + 
4° = 10°32' ; on d 1 tr' 1 hé . DKL a onc pour e langJe SpJ nque 

côtés ,.-., ,.-., ,.-., 

d=KL=? k =DL =? [=DK= 10°32' 
angles - - -D = 50°2' K =? L = 90° 

Ici encore d, k, K sont aigus. 

Grâce à la formule des sinus on trouve d: sind = sin(5002 ') x sin(lo032') ~ 0 ;1401 
d'où d~ 8,052° ~ 8°3' -Puis grâce à la formule (2') des triangles sphériques rectangles, on calcule K 

cos(K) = tand = tan(8°3 ') ~ 0,7611 ; d'où K ~ 40,442° ~ 40°27' 
tanl tan(10032 ') 

- -L'angle sphérique CKA vaut 40°27' tandis que l'angle CBA vaut 40° 9'. 

Les arcs de grand cercle AG et BK valent tous les deux 4° ; cependant du fait des 
différences de latitude des points A et B, les différences constatées entre les angles --- --- ..--. ---CAB et CGB d'une part (4°44') et CBA et CKA d'autre part (18') ne sont en rien 
comparables. Au voisinage de l'équateur, ces différences sont moindres. 
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Naviguer sur un court droit, c'est à dire en suivant un grand cercIe n'est pas chose 
aisé. Le cap, c'est à dire un des deux angles supplémentaires que fait ce grand cercIe 
avec les méridiens qu'il traverse, autrement dit avec le Nord, change avec le méridien 
traversé, comme on le voit sur la figure ci-dessous. 

FIG 5 : Intersection du cours droit et des méridiens 

Troisième exemple: comment faire une table de rumb 

Naviguer à cap constant, c'est faire en sorte que la route suivie fasse toujours 
le même angle avec les méridiens traversés. Une telle route définit une courbe 
appelée loxodromie ou rumb. L'équateur terrestre, et chacun des méridiens sont les 
seuls grands cercles qui réalisent des loxodromies. Par un point de l'équateur, on peut 
imaginer tracer autant de rumbs que de caps possibles à suivre, de degré en degré par 
exemple. Mais une carte maritime contenant tous ces rumbs serait illisible. On se 
contente donc de faire figurer sur les cartes, d'une part certains points et d'autre part 
les rumbs correspondant aux caps donnés par la rose des vents, de 11 0 15' en 11 0 15'. 
Pour un point situé sur l'équateur, le rumb correspondant au cap 00 est le méridien 
passant par le lieu, le premier rumb correspond à un cap de 11 0 15' ... L'équateur est 
le huitième rumb. 

Stevin explique comment construire le quatrième rumb issu du point R de 
l'équateur. 
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FIG 6 : La figure de Stevin 

M désigne le pôle Nord; 0 le pôle sud; Ni l'équateur; R un point de l'équateur, 
départ du rumb; RZ le quatrième rumb, c'est à dire le rumb correspondant au cap - -45° = MRX = MXY ... ; MRO le premier méridien; MQO le deuxième méridien de 

sorte que RQ = 1 ° ; et ainsi de suite jusqu'au méridien MLO, où Ri = 90°. Le rumb 
coupe chacun de ces méridiens en R ,X, Y, et ainsi de suite jusqu'à Z . Il s'agit de 
connaître la position précise de ces points d'intersection, autrement dit d'évaluer leur 
latitude, de façon à tracer le rumb. 

Stevin propose deux méthodes: la première qu'on va détailler ici utilise la 
trigonométrie sphérique; la seconde utilise la somme des sécantes. 
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M 

FIG 7 : Les triangles RXQ et XCY définis par le quatrième rumb RY (45°) 

La figure ci-dessus reprend les données de Stevin; RXY un morceau du rumb 
RZ; ce n'est pas un arc de grand cercle puisque les angles que font cette courbe avec 
les méridiens traversés sont constamment égaux à 45°. Le point Z non noté sur la 
figure ci-dessus est le dernier point du rumb étudié, situé sur le dernier méridien ML . 
Comment évaluer la position de X? Stevin assimile le petit morceau RX du rumb à 
un arc de grand cercle (c'est raisonnable car le morceau RX est effectivement 

relativement petit puisque RQ mesure 1°). Si bien que RXQ est assimilé à un triangle 
sphérique rectangle résoluble pour lequel on a les données suivantes: 

côtés r=XQ= ? x=RQ=lo 
,....--.. 

q=RX= ? 
angles - - -R =45° X =? Q = 90° 

Grâce à la proposition (6') des triangles sphériques rectangles, on a: 
cos(X) = sin(R)cosx puis cos(R") = sin(X)cosr; d'où on obtient 
cosr ~ 0,99985 et r ~ 59'59". 
Remarquons que si le triangle RQX était plan, rectangle avec un angle de 45°, il 
serait isocèle. Ici le triangle rectangle sphérique RQX n'est pas isocèle : les deux 
côtés de l'angle droit mesure l'un 1°, l'autre 59'59" et diffèrent d'une seconde 
d'angle. 

1 Stevin trouve la même valeur pour XQ . 

Comment calculer la position de Y? 
Stevin introduit le point C, intersection du troisième méridien et de l'arc de petit 

cercle parallèle à l'équateur qui passe par X (voir figure ci-dessus), si bien que Pè = 

XQ ~ 59'59". 
Puis il considère le triangle YCX qu'il assimile à un triangle sphérique qu'il résout. 
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Cependant dans la réalité, YCX n'est pas un triangle sphérique : seul son côté YC est 
un arc de grand cercle; le côte XC est un arc de petit cercle; le côté XY est un 
morceau de rumb. 
De ce triangle YCX on connaît l'angle droit C, l'angle X = 45 0 

On doit évaluer Xè, connaissant QP = 10 etXQ = 59'59" = CP 
li 

o 

On visualise ci-dessus le grand cercle contenant le méridien MQO; le petit cercle 

contenant XC a pour rayon XX2 = cos(XQ) x r (r étant le rayon de la sphère). 
Ce résultat est un résultat classique en navigation, un petit cercle parallèle à 
l'équateur à une latitude rp a pour rayon rcosrp. 

On projette dans le plan de l'équateur le petit cercle contenant X et C; on obtient la 
figure suivante: 

N 

L 

L'arc PQ a pour longueur r ~ , ce qui correspond à une mesure de 10 • 

180 

L'arcXè, morceau d'un petit cercle de rayon cos(59'59") x r qu'intercepte un angle 
7r 

au centre de 10 a pour longueur cos( 59' 5 9") x r x - ; un arc ayant cette longueur 
180 

sur la sphère est intercepté par un angle au centre de (cos(59'59"» o~ 0,9998 0 ~ 

59'59"; ce qui donneXè~ 59'59" 
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Stevin donne Xè = 59'58", en évoquant l'usage de tables communes. De 
quel type de tables s'agit-il? Quelle est la technique utilisée pour les 
obtenir ? 

Ceci étant fait, on revient au triangle sphérique rectangle YCX pour lequel on connaît 

trois éléments. On peut le résoudre et calculer cr, ce qui permettre par une simple 

addition d'en déduire Pr, qui donne la position de Y... et ainsi de suite, jusqu'à 
épuisement des méridiens traversés par le rumb ... et du calculateur. 

Voila pourquoi Stevin propose une seconde méthode due à Edward Wright. 
Il écrit: Vue que la manière précédente [celle des triangles sphériques] serait plus 
longue que le loisir que je pourrais avoir, je me servirai à la place d'une autre dejà 
faite par Edward Wright,' et bien qu'elle ait quelques imperfections dont il sera 
parlé dans l'appendice, toutefois elle pourrait servir à la déclaration de notre 
dessein. 

Des exemples de Denoville (1760) 
Ce navigateur normand a laissé un traité de navigation manuscrit dans lequel il résout 
des problèmes astronomiques, soit à l'aide d'instruments (quartier de réduction, 
quartier sphérique ... ), soit au moyen de la trigonométrie sphérique. Il utilise les 
logarithmes. Précisément ce que Denoville appelle sinus d'un angle a correspond en 

réalité à 105 X log (1010 x sin a) et pour Denoville le sinus de l'angle droit vaut 

1000000 et correspond à la valeur du rayon utilisé pour les calculs des lignes 
trigonométriques. 
Denoville n'emploie pas un langage algébrique, il utilise l'analogie c'est à dire la 
règle de trois et rédige en Français selon la formulation en vigueur: telle quantité (1) 
est à telle quantité (2) comme telle quantité (3) est à la quantité (4). Ce qui se traduit 

l'égalité algébrique g~ ~ ~~~ où la quantité (4) est toujours l'inconnue. 

De l'amplitude d'un astre 

L'amplitude du soleil est la distance (exprimée en degré) qui sépare soit le lever du 
soleil du vrai Est, soit celle qui sépare le coucher du vrai Ouest. C'est un arc du grand 
cercle horizon. 

Exemple 1 (page 195) : Etant par la latitude de 50°00' Nord, le soleil ayant 12°00' 
de déclinaison aussi Nord, on demande quelle est l'amplitude du soleil et de quel 
côté, et le véritable air de vent où il doit se lever et coucher. 
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On visualise la situation sur la figure ci-dessous. HR désigne le grand cercle horizon 
et Z est le zénith. L'axe NS du grand cercle équateur est l'axe du monde Nord-Sud 
qui fait avec l'horizon un angle de 50° (la latitude du lieu d'observation). Par une 
déclinaison de 12° N le trajet diurne du soleil est le petit cercle qui passe par C et est 
parallèle à l'équateur céleste. Ainsi l'observateur voit le soleil se lever vers le vrai 
Est (le point E) en G et se coucher vers le vrai ouest 0 en G '.On doit évaluer les arcs --EG et OG '. Ces arcs sont égaux. Pour ce faire on travaille dans le triangle 
sphérique rectangle EGB rectangle en B. 

z 

FIG 8 : Lever et coucher du soleil 

Denoville donne la règle à utiliser. 
Il faut faire cette règle de trois; comme le sinus complément de la hauteur du pôle est 
au sinus total, ainsi le sinus de la déclinaison donnera le sinus de l'amplitude que l'on 
cherche. 
Il présente ainsi la réponse : 

Z 

R 

Analogie pour trouver le sinus de 
l'amplitude côté AG 
Comme sinus 40° ........... 980807 
Est au sinus total 90° .... 1 OOOOOJ 

931788 
sinus de la décli ]20 .... 931788 

donne sinus amplitude 
supputée Nord AG ]8°52 ' .... 950981 
ôté de .. '" 2r30' 
le soleil se lève à ENE prenant 3°38' plein E 
le soleil se couche à ONO prenant 3°38' 
plein 0 

Sur la figure ci-dessus, projection orthographique de la sphère céleste, LC représente 
le trajet diurne du soleil par une déclinaison de 12° N (arc.QC) ; EQ figure l'équateur 
céleste et HR l'horizon. L'arc NR mesure 50° c'est la latitude. La formule des sinus 
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,... ,... 

valable dans le triangle sphérique rectangle AGB donne 
sin A sinB 

L'arc ----:..-=- = ---===-
sinBG sinAG 

..-
AG est l'amplitude a cherchée. Avec les données la formule devient 

sin 40° sin 90° 
---=---
sin 12° sin a 

D ·11'· sin 40° sin 12° fi 1 . A à l' d 1 ·thm S· enOVl e ecnt. =. ; ormu e qUi se prete usage es ogarl es. 1 
sm90° sma 

on note LDsin la fonction utilisée par Denoville et défmie par LDdsin(x) = 
105 X log (1010 xsinx), on a: LDsin(900) + LDsin(12°) = LDsin(400) + LDsin(a), qui 

donne à l'aide d'une addition et d'une soustraction la valeur de LDsin(a) puis de a à 
l'aide des tables. 
Pour avoir la direction du lever et du coucher, c'est à dire la position des points G et 
G' sur le cercle horizon de l'observateur. Denoville compare l'amplitude obtenue 
avec 22°30', 'la moitié de 45°, qui correspond à la ligne ENE, ou ONO de la rose des 
vents. 
Le point R de l'horizon est au nord N, le point H est au sud S, le point, le point G est 
à 3°38' de la direction ENE vers l'est E. 

Nord 

N NNE 

G' ENE 

0l--_--==~~---J.E Est 

S 
FIG 9 : Le cercle horizon de l'observateur 

De l'azimut 

L'azimut est l'arc de l'horizon compris entre le méridien du lieu et le cercle vertical 
qui passe par l'astre. Pour trouver l'azimut, il faut connaître trois choses: la 
latitude du lieu, la déclinaison et la hauteur du soleil sur l'horizon. 

Exemple II page 199: La latitude d'un lieu étant de 47°48 'du côté Nord, la 
déclinaison du soleil étant de ]0°40' aussi Nord, et la hauteur horizontale de 38°52', 
on demande son azimut, supposant avoir fait l'opération après midi. 
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Il s'agit de résoudre le triangle sphérique 
PSz. Le point P désigne le pôle Nord. Le 
point 0 de l'horizon désigne le vrai 
Ouest. Le point S désigne la position du 
soleil au moment de l'observation 
(l'après-midi, dans l'hémisphère Nord) 

.....--. .-
On connaît la latitude ( arc PH ou ZQ), 

.-
la déclinaison (arc SS'), et la hauteur du --soleil (arc SSI ). On connaît donc les trois 

côtés de PSZ, qui sont les 
complémentaires des angles évoqués 
précédemment, et on cherche l'azimut --c'est à dire l'arc RS1 qui correspond à 

l'angle ou encore le 
~ 

supplémentaire de l'angle Z du triangle 
Psz. La formule des cosinus nous 
permettrait de conclure et le lecteur peut 
aisément faire les calculs ... 

Voyons comment procède DenoviIIe. Les calculs sont accompagnés d'une figure qui 
représente la projection orthographique de la sphère céleste, que nous ne 
reproduisons pas ici. DenoviIIe procède en trois temps. 

Pratique Pratique 
Latitude Nord ...... .47°48' Hauteur soleil ...... 38°58' 

Pratique 
Déclinaison du soleil .. 10°40' 

Ôté de ................... 90° Ôté de ................... 90° Ôté de ................... 90° 
Comptt latitude .... 4]012' Distance soleil zénith .. 51 °8 ' Dist du soleil au pôle ... 79°20' 

Pratique pour trouver le premier terme 
Complément de la latitude 42° 12' Son sinus 982719 
Distance du soleil au zénith 51 °8' Son sinus 989132 
Distance du soleil au pôle 
Somme 
Moitié de la somme des 3 nbres 86°20' 
Complément de la latitude 4]012 ' 
Premier excès 44°8' 

Moitié de la somme des 3 nbres 86°20 ' 
Distance du soleil au zénith 
2ème excès 

2ème terme Rayon double 2000000 

r' terme 1971851 

son sinus 984282 

son sinus 976075 

3ème terme 1960357 
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Analogie pour trouver l'azimut 

Comme le premier terme 
Est au deuxième terme rayon doublé 

Ainsi le troisième terme 
Reste 
Sinus de l'azimut depuis minuit demi azimut 
Doubler le demi azimut 
Somme 
Oter de 
Azimut du sud vers l'ouest puisque l'opération 
est faite après dîner 

2000000 } 

1960357 

61°10' ........... .. 
61°10' 
12]020' 
180°00' 
57°40' 

1971851 

3960357 

1988506 
994253 

Encore une fois, Denoville utilise une analogie, c'est à dire une règle de trois. Il 
utilise en fait, par le biais des logarithmes, la fonnule multiplicative suivante 

• 2 Â sin (p - b) sin (p - c) , d'· 1 d . ,., d . 1 h'· 
sm - = .. ou p eSlgne e eml-penmetre u trIang e sp enque, 

2 smbsmc 
b et c sont les deux côtés de l'angle de sommet A, c'est la fonnule (8) de notre 
fonnulaire. 
Dans le triangle PSZ les trois côtés sont connus, et on cherche à évaluer l'angle de 
sommet Z qui représente le supplémentaire de l'azimut. On visualise les données sur 
la figure ci-dessous: 

z 
p p=51og 

s 

z+p+s . 
Le demi-périmètre vaut 86°20' ; DenovIlle appelle les deux excès les 

2 
~ 

nombres z+ p+s 4408' z+ p+s 35012' Z 1800 -a , d'· 
2 s = et 2 - P = ; "2 = 2 ou a es Igne 

l'azimut cherché. 

Denoville considère la fonnule sous la fonne équivalente suivante, et utilise les 
logarithmes: 

sin42°12sin51°8 sin44°8sin35°12 
= 

. 2(1800 -a) sm 
2 

sin 2 90° 

LDsin(42°12') + LDsin(51 °8') + 2 LDsin 180 - a 
2 



102 

= 2 LDsin(900).+ LDsin(44°8') + LDsin(35°12'). 

Denoville obtient ainsi 2 LDsin 180 - a = 1 988 506, qui divisé par 2, donne 
2 

LDsin 180-a = 994 253. Il en déduit, grâce aux tables 180-a = 61°10', qu'il 
2 2 

double (l22°20') et dont il considère le supplémentaire qui donne l'azimut 
a = 57°40'. 
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Annexes 
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XXIV. Triangles sphérique et polaire en couleur 

B 

, 
~ ~, .. ". \: . 

, \ 
. , , , , 

-_ .. _----

1 
1 

1 ... , 
r . 

( 

1 

, . 
\ . , , 

Le triangle sphérique ABC et les pôles Ai et Bi 

2 
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' 1 ' . : . • •••••••• , 
, 

, 1 
, 1 

" ~, 0" 
.... ,"" Il __ 

-.... +~ -~ 
__ ;;~ 1 ..... ~ _ .. , 

2 

Le triangle sphérique ABC et son triangle sphérique polaire associé 
A1B1CI 



106 

Formulaire de trigonométrie sphérique 
'" '" On considère un triangle sphérique ABC dont les côtés a, b, e et les angles A, B et 

,.... 
C sont compris au sens strict entre 00 et 1800 , 

B 

c 

A 

c 

La formule des cosinus liant les trois côtés et un angle 
'" 

(1) cos a = cosbcos e+ sin bsin ecos A 

La formule duale des cosinus liant les trois angles et un côté 
,... ....... -.. -..-. 

(4) cos A = -cos Bcos C + sin Bsin C cos a 

La formule des sinus liant deux angles et deux côtés en vis à vis 
'" '" '" 

(7) s~n A = s~ B = s~ C 
sma smb sme 

Autres formules multiplicatives liant quatre éléments du triangle (les trois côtés 
et un angle ou les trois angles et un côté) 

(8) sin2(ÂJ= , l, sin(p-b)sin(p-e) oùpdésigneledemi-périmètredu 
2 smbsme 

triangle sphérique 

(11) cos2 (~) = , ,....1, '" cos (S -Ê) cos (S -ê) où S désigne la demi-somme des 
2 smBsmC 

angles du triangle sphérique 

Autres formules liant cinq éléments du triangle (les trois côtés et deux angles ou 
les trois angles et deux côtés) 

'" ,.... 
(14) cos asin b -sin acosbcos C = sin ecos A 

'" '" 
(15) cosbsin a-sinbcosacosC = sinecosB 

....... ....... ,.......... .-

(16) cos Asin B + sin AcosBcose = sinCcos a 
....... ,... .............. .-

(17) cos Bsin A + sin Bcos A cose = sin C cosb 

Autres formules liant deux côtés et deux angles non en vis à vis 
'" '" '" 

(18) cot asin b - cot A sin C = cosbcosC 
'" '" '" 

(19) cotbsin a - cot Bsin C = cos acosC 
'" '" '" (20) -cot Asin B+ cot asin e = cosBcose 
'" '" '" (21) -cotBsinA+cotbsine= cosAcose 



107 

Formules spécifiques au triangles sphériques 
rectangles 
On considère un triangle sphérique rectangle HBC rectangle en H dont l'hypoténuse 

~ ...... 
est h et dont les côtés b et e de l'angle droit et les angles B et C sont différents de 

~ ~ 

90°. B et b sont de la même nature (tous les deux aigus ou tous les deux obtus), C 
et e aussi. 

Formule liant les trois côtés 
(1 ') cosh = cosbcose 

Formule liant les trois angles 
~ ~ 

(4') cosh = cotBcotC 

c 

b 

B 

c 

Formule liant l'hypoténuse un angle autre que le droit et son côté adjacent 
~ 

(2') tane = tanh cos B 

Formule liant l'hypoténuse un angle autre que le droit et son côté opposé 
...... 

(7') sinb = sinh sin B 

Formule liant un angle autre que le droit et les deux côtés de l'angle droit 
...... 

(2") tane = sinb tan C 

Formule liant un côté de l'angle droit et les deux angles autres que le droit 
~ ~ 

(5') cosB=sinCcosb 



co 

= 
0 .... 

•• > 
~ ...... 

00 
~ 

"e 
Cif.l 
~ -~ 
~~ -~ N = 0 
"e 

Cif.l 
~ 

~ 

(drD'il J .l""l f~ J;; .. ngl~ ~f1 J, ~ ~ riJJlt. 

1 
(~1. .. t "'Q" A B 1 ajJ'lIr ù t,..;It1JJ,/~ ,ft- .i~ lA S "ûf,l~~ 

1 (I('sn '1"*''''' tU ardf~ tUnll',ri,s"l11 ~n dt" S t';t1,. 
, t- 1 . jl'tM-r gr.nJ tJ~, A C 1 J~nt ~ 'Ttrlf1.1. l, ,n Ile 

, (.I1~fl , rt) IIm{ p NI "11 t III 2: rt;,tlr, 
t':1nglc H !u."flr 1\ G f l 'IQI UIJUlir/. • 
du; fCùn~k< 1 (,ffltrJ' i,.. J l."~;rit. l'lUi ftt~J ']Ilt A C :II M1J/ J~ ITI~~!)' rn i, r..: 
ABC dl J t 'Ji41 AVit ~ 0' ? TIJgk. 

1 lA B J ((fui pttÀJ ijJJl! lA "iff"I1Ul tRl'f~ A C 0- Il Jr-' 

1 
p[Ja fl'~·fl t m~,erç/t, sl~nllt tri • .,!)1 tf'l ;lI/fi. Il ~.,ig&t. 
'ltte lt if u" Tf, 

nUi1J.Jr, 4-< d"Ji"- C~Tdtt~ ~illt 11141 Pf'li1il" [. J~Iff'Tffl(t ~JI1"~ A C 
'1Jtc : ·Vl~ 1 0- A BOok 4,m;~.rd" 1 M"r l, ~r;,u..E.J. In rit. 

~ C ,. ) rttl.u. ' 

r 'l"e ;Ji,'U A B ~ J.t'lt le triJ41Jg,l, IR fi, 1;1 f ."il~' 

1 
1 . ~PIJU t MJUl 1'" /3. JiJfi't~" 1;,1" A C do 14 

{ f
fllit fH/! d,mùtrtld J Ifm .. l, Ir;~rr!.JI ,JI JI L. 1 t 

"J,tnl • .I1yAllSt 1~lt l'iJj.:frt l'tilt,. 
llH,'jU AG J. un tuât} t 

, (~Pimf j1J'. J &- A U, l..plr~, ~ftÏi r]J4t J~ Jtjf."i~U''''1'' AC & l.,(t .. 
g;,i ,.'V" 1 HHlf"dç. de",]e l"IAnp pfl J. lA ~ rt;ftn 

lA B) , pi'iI! I.~~"d rfJl_~ Pfl;' iJ~' A. C. J~1J' 1. 'r~lu tfl 41 L. 
t qj,d~ fJU~,.t 1 "H$tt. 

li'uil "ul.t~ < . 
l & A B ll'llfl f'AtuI IfM. A C 1 J.~JJ' t.. I,;"ntll rft Rf ~ 

J v "Itl" 



Q) 
o .... 

-= ~ 
"0 
,~ 

t.J 
,~ ... 
Cl.. 
~ 

== 
== ~ ... 
b!l .-= ~ 
b!l ... 
Q ... -~ 

"0 

= Q .--t.J = "0 
~ ... 
~ 

B est 

/ dm;' "gl, (6) 

\ 
non droit et ê et 

aigu et 

AC--

/ 

-AB règle (.5 1 ~ ~ '/ et B=C 

\ 
AC = 90° règle (8) 

---AB> AC règle (1) 

- ---AB < AC règle (~ -AB<180o-AC règle (11) 

AC> 90° et L AB> 1800 - AC règle (3) 

et Ê obtus 

AC = AB règle (5) et B = C 

/ 
AB>1800-AC règle (12) 

/ AB<1800-AC règle (4) 
~ 

AB < AC règle (2) et B obtus L :B:: ~ 

AC. AB et AC> 900 et L AB> AC "gl, (la) 
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C'était tout ce que nous voulions savoir 
sur la trigonométrie sphérique 

-- ~---;:s;-(~,-z=---
----~---v --
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