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Introduction

Je me souviens d’un été, ou, chaque soir, avant de scruter la sortie des
chauves-souris qui avaient envahi le grenier, je contemplais le coucher du soleil sur
I’horizon. Je découvris que le soleil ne disparaissait pas exactement au méme endroit
chaque soir. Jusqu’alors, je savais que le soleil se couche & I’Ouest, alors qu’en
réalité le soleil se couche vers I’Ouest. Cet été-1a j’ai pris conscience de ce que les
astronomes appellent I’amplitude du soleil, qui mesure précisément cet écart entre le
lieu du coucher du soleil sur I’horizon, et 1’Ouest. Cette donnée astronomique peut
chaque jour étre mesurée. Elle peut aussi étre calculée en utilisant la trigonométrie
sphérique.

La trigonométrie sphérique n’est plus enseignée, pas plus que I’astronomie.
Elle I’a été. On peut regretter qu’elle ne le soit plus, & une époque ot ’on envoie des
satellites dans 1’espace, et ou I’on dispose de logiciels de géométrie performants qui
facilitent la vue dans I’espace. L’objet de cette brochure est de donner les
connaissances de base en trigonométrie sphérique.

Points, droites, segments, triangles, cercles sont des objets familiers de la
géométrie plane. Euclide les a définis, et on connait de nombreux théorémes qui les
concernent. Ces théorémes démontrés en s’appuyant sur quelques axiomes, sont ceux
de la géométrie euclidienne... Ainsi dans un plan, le plus court chemin d’un point a
un autre est la ligne droite. Dans un triangle plan, chaque angle a une mesure
inférieure 4 180° ; la somme des angles est égale 4 un angle plat'. Les formules

classiques smCA =30 B = Sjc et BC? = AB? + AC? ~24Bx AC xcos 4

CA

permettent la résolution des triangles plans, c’est & dire permettent de trouver les
angles et cdtés d’un triangle deés lors qu’on connait un angle et deux c6tés. Enfin, il
est possible de se repérer dans un plan grace a deux coordonnées cartésiennes (ou
polaires).
Sur une sphére, on se repére tout aussi facilement gridce a deux angles
(latitude et longitude). En ce sens, plan et sphére sont considérés comme des surfaces
de dimension 2. En revanche sur une sphere les chemins les plus courts sont des
grands cercles. Les « droites » d’une sphere sont donc les cercles de centre le centre

! Cette propriété caractérise les surfaces qui comme le plan sont dites a courbure nulle. Si ’on trace un
triangle sur un cylindre, ou sur un cdne, surface dont on peut réaliser un patron plan, la somme de ses

angles mesure encore 180°.



de la sphére. Les « triangles » d’une sphére sont des triangles sphériques. Si on
chemine « en ligne droite » sur une sphére, on revient a son point de départ... Il y a la
de quoi perdre la boule comme aurait dit Raymond Devos. Par deux points
diamétralement opposés de la sphére, il passe une infinité de « droites » et I’un des
axiomes de la géométrie euclidienne n’est pas vérifi€. La géométrie sphérique n’est
pas euclidienne. Sur une sphere, la notion de « droites paralléles » n’existe pas
puisque deux « droites » (c’est a dire deux grands cercles) se coupent toujours. Qui
plus est, la somme des angles d’un triangle sphérique n’est plus une constante et
dépasse toujours un angle plat. Ce résultat déstabilisant caractérise les surfaces qui
comme la sphére ont une courbure positive. Il existe aussi des surfaces sur lesquelles
la somme des angles d’un triangle est inférieure & un angle plat ; ce sont les surfaces
a courbure négative, comme la « selle de cheval ».

Les triangles siahériques de ce dessin emprunté au Géométricon de Jean-Pierre Petit
apparaissent sur les fesses des protagonistes...

La trigonométrie sphérique s’est développée pour répondre a des besoins.
Quand le navigateur a voulu conquérir le monde et traverser les océans, il a di
apprendre a se repérer. La Terre est sensiblement sphérique. La volite céleste est
représentée comme une demi-sphére. Qu’il s’agisse de relier deux points du monde
par voie maritime, ou de repérer sa position sur Terre en utilisant des étoiles dans le
ciel, le probléme se régle par la trigonométrie sphérique.

Dans les chapitres qui vont suivre, on définira et on étudiera les triangles
sphériques. Puis on établira les formules usuelles de trigonométrie sphérique. Les
deux premiers chapitres sont accessibles & un éléve de Premiére S, et peuvent étre
utilisés pour des TPE. Enfin on abordera la trigonométrie sphérique sous un aspect
plus historique, et on verra comment était enseignée la trigonométrie sphérique par



Simon Stevin. On présentera quelques-unes de ses démonstrations. Enfin dans le
dernier chapitre on verra comment la trigonométrie intervient en navigation, et on
examinera quelques exemples « historiques ». Un formulaire de trigonométrie
sphérique récapitulant toutes les formules vues dans le second chapitre est donné en

annexe.






Triangles sphériques

Volontairement, ce chapitre, ainsi que le chapitre suivant, prend la forme d’un cours.
1l doit permettre au lecteur n’ayant pas de formation en trigonométrie sphérique de
se familiariser avec ces notions, avant d’aborder les aspects historiques. La
démarche adoptée ici est celle de la fin du XIX° siécle. Les Legons de Géométrie
élémentaire de Jacques Hadamard (1901) m’ont été utiles.

Intersection d’une sphére et d’un plan

Etude géométrique

P est un plan de I’espace E.
S est la sphere de centre O etderayonr ; S= {M e E; OM=r}.

Proposition 1
Si P contient O, P N S est un cercle de centre O de rayon r appelé grand
cercle de la sphére S.

En effet, les points de P n S sont les points M de P qui vérifient OM = r ; ce sont
exactement les points du cercle de centre O de rayon r de P.
P n S est donc le cercle de centre O et de rayon .

Proposition 2
Si P ne contient pas O, P N S est soit un cercle de rayon strictement
inférieur a r appelé petit cercle de la sphere S, soit réduit a un point, soit

vide.
La démonstration est simple, prenons le temps de la formaliser.

Soit D la droite passant par O et perpendiculaire & P en K. Pour tout point M de P, le
triangle MKO est rectangle en K.
On aalors OM* = OK* + KM*.



Si, comme ci-contre, OK > r, alors pour
tout point M de P on a OM > r et le plan
et la sphere n’ont aucun point commun.

Si OK = r alors pour tout point M de P
autre que K ona OM > r et le plan et la
sphére ont pour seul point commun le
point X ; ils sont tangents en K .

Si OK <r, le plan et la sphére se
coupent et les points de P M S sont les
points M de P qui vérifient OM =r ; ces
points M vérifient donc

KM= r*-0K* .
Ce sont les points du cercle de centre K
de rayon

r'=~r*—0K?* ;etr’'<r

Enfin, si P passe par O, c’est a dire si
K = O alors le cercle intersection de P et FIG 1 : Intersection d’un plan et d’une
S a pour centre O et rayon r ; c’est le plus sphére

grand cercle qu’on puisse considérer.



Grands cercles d’une sphére

Proposition 3

Etant donnés deux points 4 et B de la sphére S de centre O et de rayon 7, ou
bien A4, O et B sont alignés (c’est a dire 4 et B sont diamétralement opposés)
et dans ce cas il existe une infinité¢ de grands cercles contenant 4 et B ; ou
bien 4, O et B ne sont pas sont alignés et dans ce cas il existe un et seul
grand cercle contenant A4 et B.

En effet, les grands cercles contenant 4 et B sont par définition les intersections de S
et de plans contenant O, 4 et B... d’ou le résultat.

FIG 2 : Grands cercles de diamétre [AB]  FIG 3 : Un seul grand cercle contient 4 et
B non diamétralement opposés

Poles d’un grand cercle d’une sphére

Etant donnés un grand cercle C d’une sphére S et P le plan de ce cercle C, on
appelle péles de C les deux points de S diamétralement opposés obtenus comme
intersection de S et de la droite perpendiculaire & P passant par le centre de la sphére.
La droite joignant ces pdles est I’axe polaire du grand cercle.

On peut, de la méme fagon, définir les pdles et ’axe polaire d’un petit cercle de la
sphére.



FIG 4 : L’axe polaire (P,P,) du grand cercle contenant 4 et B

Exemples

1) Si on assimile la Terre & une sphére, I’équateur est un grand cercle dont les deux
poles sont le pole Nord et le pole Sud ; les méridiens sont des demi-grands cercles ;
les paralléles autres que 1’équateur sont des petits cercles.

2) La sphére céleste représentée par la sphere armillaire est constituée de plusieurs
grands cercles: I’équateur céleste a méme axe polaire que 1’équateur terrestre ;
I’horizon lié & D’observateur terrestre a pour pdle le zénith de 1’observateur ;
I’écliptique est le grand cercle qui représente le trajet apparent du soleil pendant une

année...

3) Les routes maritimes les plus courtes reliant deux points donnés sont celles qui
suivent un grand cercle. Mais ce ne sont pas les plus aisées a suivre sur mer...
Lorsqu’on navigue en gardant un cap constant, c’est-a-dire en conservant toujours le
méme angle avec les méridiens terrestres, la courbe décrite par le bateau s’appelle
une loxodromie et ce n’est pas un arc de grand cercle.

Les chemins les plus courts

Proposition 4
L’arc de grand cercle joignant deux points 4 et B de la sphere S est le plus

court chemin, en terme de distance joignant 4 et B.

On peut dans un premier temps constater que parmi tous les arcs de cercles possibles
qui relient 4 et B sur la sphére, le grand cercle est celui qui réalise le plus court



chemin, tandis que le plus petit cercle, de diametre 4B, est celui qui réalise le plus
long chemin.

FIG 5 : Exemples de chemins circulaires reliant 4 & B, dont celui de diamétre [4B]

Cependant le résultat énoncé par la proposition 4 est beaucoup plus général. Il est dit
que parmi tous les chemins (continus) possibles reliant 4 et B, ’arc de grand cercle
est le plus court possible. Cette proposition peut étre abordée de plusieurs fagons.
Nous proposons une démonstration basée sur la géométrie élémentaire.

/

/

W

Démonstration (dont la lecture n’est pas indispensable pour la suite)
On va montrer que tout point C de I’arc de grand cercle qui joint 4 et B sur la sphere

est un point du plus court chemin qui relie 4 & B.

Sur la FIG 6 ci-aprés on a représenté les points 4 et B, le grand cercle AB, un point C
de I’arc AB de ce grand cercle, les petits cercles C, et C, passant par C, d’axes
polaires (OA) et (OB), et de centres respectifs K et L.
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FIG 6 : Le grand cercle AB et les deux petits cercles C; et C,

Le grand cercle AB a pour diamétre [44’] perpendiculaire au plan du petit cercle C,
de centre K. Les plans du grand cercle et du petit cercle sont donc perpendiculaires et
ont pour intersection la droite (KC).

La tangente T, en C au petit cercle C; est perpendiculaire au rayon [KC], c’est a dire
a Dintersection des deux plans des grand et petit cercles. Elle est contenue dans I’'un
elle est donc perpendiculaire a I’autre. Elle est donc perpendiculaire en C au plan du
grand cercle, et dans ce plan, elle est perpendiculaire a la tangente 7 en C au grand
cercle. ' \

Par un raisonnement analogue, la tangente 7, au petit cercle C, de centre L et d’axe
polaire (OB) est perpendiculaire au plan du grand cercle, et dans ce plan, elle est
perpendiculaire a T'en C.

Si bien que T = T; et les deux petits cercles C; et C; sont tangents en C comme on le
voit sur la figure. Chacun d’eux est perpendiculaire au grand cercle qui le traverse.

Imaginons & présent un chemin continu sur la sphére qui joint 4 & B ; ce chemin
traverse le petit cercle C, en D et le petit cercle C, en E ; la longueur de ce chemin
est égale a la somme des longueurs des chemins de 4 & D puis de D a E puis de E a
B.

Minimiser la longueur du chemin de 4 & D revient a considérer un chemin de
longueur minimal reliant 4 (le pole) a D (le point du petit cercle). Mais pour des
raisons de symétrie, les plus courts chemins d’un pdle aux différents points d’un
cercle ayant ce pdle sont égaux entre eux. Le chemin le plus court de 4 2 D a donc la

méme longueur que celuide 4 a C.
De la méme fagon, le chemin le plus court de B & £ a la méme longueur que celui de

BacC.
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Minimiser la longueur du chemin de D & E équivaut a faire passer le chemin par C.
Le chemin le plus court pour joindre 4 & B est donc celui pour lequel D=E=C.
Le chemin le plus court pour joindre 4 & B passe donc par tous les points C de I’arc

de grand cercle //IE, c’est donc I’arc 4B lui-méme.

Triangles sphériques

Définition
Un triangle sphérique ABC est la figure obtenue en joignant trois points 4, B,
et C deux a deux distincts, d’une sphére S, par trois arcs de grands cercles ;IT?, [?E',

54, de longueur inférieure & un demi-grand cercle (c’est a dire nr ). 4, B, et C sont
les sommets du triangle sphérique.

FIG 7 : Le triangle sphérique ABC

Dans la définition méme d’un triangle sphérique, on impose que les sommets soient
reliés par des arcs de grands cercles inférieurs (ou égaux, dans certains cas) & un
demi grand cercle. Si on abandonne cette contrainte, & tout ensemble de trois points
d’une sphére, on pourrait associer six triangles. Le plus petit est le triangle sphérique
tel qu’on I’a congu ici, les autres sont des « cas pathologiques » dont le plus grand

serait son complément sur la spheére.
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JEe Sus Déserd..,
Vous €TeS VRAIMENT
UN CAS PATHOLOGIQUE

Exemple

JetJ’ sont deux points diamétralement opposés d’une sphére ; on considére un grand
cercle de diamétre JJ ’ ; ] est le milieu du demi-grand cercle J ; M est le milieu de
Parc 7J ; K est un des poles du grand cercle 1/ ; N est le milieu de ’arc XJ.

IJK ; KJJ’ ; IKM ; MJN sont des triangles sphériques.
K

FIG 8 : Les triangles sphériques de ’exemple

Autres cas pathologiques

Si les trois sommets sont situés sur le méme grand cercle, le triangle est ou bien plat,

ou bien la demi-sphére entiére limitée par ce grand cercle.



13

Si deux sommets consécutifs sont diamétralement oppos€s, par exemple 4 et B, le
troisiéme sommet C est situé sur un demi grand cercle d’extrémités 4 et B et le
triangle sphérique est un fuseau, c’est-a-dire une portion de sphére limitée par deux
demi grands cercles de mémes extrémités.

Dans la suite on s’intéressera de préférence aux « vrais » triangles sphériques ABC,
non plats, pour lesquels les trois arcs de cercle AB, BC, CA sont strictement inférieurs
a un demi-grand cercle. De tels triangles sphériques sont strictement contenus dans
une demi-sphere.

Cotés et angles d’un triangle sphérique
Les cétés du triangle sphérique 4BC construit sur la sphére de centre O et de

rayon r sont les mesures des trois angles au centre B/OE', (,{07, AOB ; on note
traditionnellement a, b, ¢ ces trois mesures ; elles sont proportionnelles aux trois
longueurs des arcs 1§Z‘, CA et AB.

Les angles du triangle sphérique ABC construit sur la sphére de centre O et de
rayon r sont les mesures des trois angles que font entre eux chacun des trois plans des
trois grands cercles supports des « cdtés » du triangle ; on les note traditionnellement
A, B et C.Un angle peut étre percu de plusieurs maniéres :

A est ’angle di¢dre que font entre eux les plans (40B ) et (AOC) ;

A =14t ou [Af) et [A¢’) sont les demi-tangentes en 4 aux grands cercles
AB et AC, incluses dans le plan tangent & la sphére qui passe par 4 ; on peut

—

mesurer 4 avec un rapporteur placé tangentiellement a la sphére en A ;
A =uOu' ot [Ou) et [Ou’) sont paralleles a [Af) et [A¢’), et incluses dans le
plan passant par O et perpendiculaire a (OA).

A

FIGO: A = tAf’ = uOu’

Ainsi six données numériques caractérisent un triangle sphérique ABC; ce
sont les six mesures d’angles notées dans le tableau ci-dessous. Ces mesures sont
faites en degrés jusqu’au XIX® siécle. Sauf mention contraire, on utilisera comme

unité de mesure le degré.
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cotés | a | b | ¢
angles| 4 | B | C

FIG 10 : Les angles et les c6tés du triangle sphérique 4ABC

Remarques
1) Si les trois c6tés a, b, c sont éléments de ]0° ; 180°[ alors le triangle sphérique est
un « vrai » triangle non « pathologique ».

2) Si I’un des trois c6tés vaut 180°, par exemple a, alors le triangle sphérique est un
fuseau limité par deux demi grands cercles d’extrémités B et C et alors 4 = 180°.

3) Il ne peut pas y avoir deux cotés consécutifs par exemple a et b de mesure 180°,
car sinon on aurait B = 4 ce qui contredit la définition d’un triangle sphérique.

Exercice

Reprendre I’exemple des triangles sphériques IJK, KJJ', IKM et MJN (FIG 8) et
évaluer si possible angles et c6tés de chacun d’eux.
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Les trois angles et les trois c6tés de IJK
valent 90°. Dans ce triangle la somme des
trois angles et la somme des trois cotés
mesurent 270°.

KJJ’ est un fuseau. Le coté JJ et I’angle
de sommet K mesurent 180°. Les deux
autres angles et les deux autres cOtés
mesurent 90°.

Dans le triangle IKM, les angles de
sommets / et M ainsi que leurs cOtés
opposés mesurent 90°. L’angle de
sommet K et son coté opposé mesurent
45°. :
Enfin dans MJN, I’angle de sommet J est
droit, mais pas son c6té oppos€. Les cotés

JN et JM mesurent 45°. Les angles de
sommet N et M sont égaux mais on ne
peut évaluer leur mesure. On verra
comment obtenir les mesures manquantes
au chapitre suivant.

Triangle sphérique polaire d’un triangle sphérique

Remarque préliminaire

Si P est un des pdles d’un grand cercle partageant la sphére en deux demi-
sphéres ou hémisphéres, tout point 4 situé dans le méme hémisphére que P est tel
que I’arc de grand cercle PA mesure moins d’un quart de grand-cercle. Et tout point
B situé dans 1’autre hémisphere est tel que PB mesure plus qu’un quart de grand
cercle. Il suffit d’observer la FIG 11 ci-dessous. Les points de I’hémisphére « Nord »

sont & moins d’un quart de grand cercle du Pdle Nord et ceux de I’hémisphére
« Sud » sont & plus d’un quart de grand cercle du Pdle Nord.
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P!

FIG 11 : Les deux hémispheres

Construction du triangle polaire d’un triangle sphérique

Etant donné un triangle sphérique ABC construit sur une sphére de centre O,
on construit les trois axes polaires de chacun des grands cercles supports des c6tés du
triangle. Chacun d’eux coupe la sphére en deux points diamétralement opposés ; on

adopte les notations suivantes :
(C,G,) est I’axe polaire du grand cercle AB et coupe la sphere en C; et C, ;

C, est le point de cet axe situé dans ’hémisphére limité par le grand

cercle AB et contenant C.
(B1B,) est I’axe polaire du grand cercle AC et coupe la sphére en B, et B; ;

B, est le point de cet axe situé dans I’hémisphére limité par le grand

cercle AC et contenant B.
(4,4,) est I’axe polaire du grand cercle BC et coupe la sphére en 4, et 4, ;

A, est le point de cet axe situé dans ’hémisphére limité par le grand
cercle BC et contenant A.
By, B,, C;, C, sont donc situés dans le plan perpendiculaire a (OA4) et sur la sphere :
ils sont donc sur un grand cercle, d’axe polaire (O4) comme le montre la FIG 12 ci
apres.
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FIG 12 : Les axes polaires (B)B;) et (C,C;) des grands cercles AC et AB

De la méme fagon, les points Cy, C,, 4;, A, sont situés dans le plan perpendiculaire a
(OB) et sur la sphére et ils sont donc sur un grand cercle, d’axe polaire (OB).

Les points 4,, 4,, B;, B, sont situés dans le plan perpendiculaire a (OC) et sur la
sphére : ils sont donc sur un grand cercle, d’axe polaire (OC).

Chacun des arcs 22‘1, ;12'2, //IBI et ;1792 mesure un quart de grand-cercle c’est a dire

/A
—XVr.

Selon le résultat préliminaire, 1’arc 1@1 mesure moins d’un quart de grand-cercle car
le point B, est dans le méme hémisphére, limité par le grand cercle ,ZE‘, que B. En

revanche ’arc 1/3?32 mesure plus qu’un quart de grand cercle.
De méme les arcs CC; et /ﬁ, mesurent moins d’un quart de grand-cercle,

. > e
contrairement aux arcs CC, et A4, .



18

FIG 13: Le triangle sphérique 4BC et les pdles 4; et B}

Définition

Le triangle sphérique 4,B,C; construit selon le protocole décrit ci-dessus, est
appelé triangle sphérique polaire du triangle sphérique ABC. On visualise les deux
triangles ABC et A,B,C, sur la FIG 14 ci-apres :

2 Pour gagner en lisibilité cette figure est reproduite en couleur en fin d’ouvrage : on associe a un coté et
son axe polaire la méme couleur.
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FIG 14: Le triangle sphérique 4BC et son triangle sphérique polaire associé 4,B,C,’

COMMENT RECONNATRE UN TRIANGLE POLAIRE

TRIANGLE DES TRIANGLE
PYRENEES PO LAIRE

Exercice
Reprendre I’exemple étudié précédemment (FIG 8) et s’assurer que le triangle

sphérique JiM|N, est le triangle polaire de JMN, puis vérifier que le triangle
sphérique polaire de J,M|N, est JMN.

3 Pour plus de lisibilité le triangle sphérique ABC peut étre dessiné en bleu et son polaire 4,8,C, en rouge
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FIG 15 : Le triangle sphérique MNJ et son polaire

Les correspondances entre un triangle sphérique et
son triangle polaire associé

Proposition 5

ABC un triangle sphérique et 4,B8,C son triangle polaire associé.
a) Le triangle polaire associé au triangle sphérique 4,8,C, est ABC.
b) Les angles de I’un et les cotés de I’autre sont supplémentaires.
Cet important résultat fournit les six égalités suivantes :

a+A4 =180° a+4, =180°

b +B =180° b+B =180°

¢, +C =180° c+C, =180°
Démonstration

a) Montrons d’abord que le triangle polaire de 4,8,C; est le triangle ABC .

Tout d’abord, 4,B,C; est un triangle sphérique.

(04), (OB) , (OC) sont les axes polaires des cotés du triangle sphérique 4,B8,C;.

1l reste & voir que A (respectivement B, C) est situé dans la méme demi-sphere
limitée par le grand cercle B,C; (respectivement 4,C}, A1B,) que A, (respectivement

By, C)) ; or on sait que 1’arc ;1711 (respectivement 1/3731, C/'E',) mesure moins d’un quart
de grand cercle. En vertu du résultat préliminaire, on en déduit le résultat.
On a donc :

triangle sphérique ABC " | triangle sphérique 4,B,C,
cOtés a b c Cotés | o b, c

— | —< | /= — p—

angles | 4 B | C |Angles\ 4, | B, | C,
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b) Démontrons la premiére égalité : a; + A = 180°.
Pour cela reprenons la FIG 12 donnée ci-dessus ; construisons les tangentes de I’angle

"A du triangle sphérique ; et observons la section de la sphere avec le plan (0OB,C)) ;
cela nous donne les FIG 16 et 17 ci-aprés.

FIG 17 : Section de la sphere par le plan du grand cercle BB,C,C,

M (respectivement N) est une intersection du grand cercle AB (respectivement du
grand cercle AC) avec le plan (OB,C)).
Comme (B, B,) est perpendiculaire a (OAC), on a (B,B,) L (ON)
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Comme (C,C,) est perpendiculaire a (O4B), on a (C,C;) L (OM)
Dans le triangle sphérique ABC, A = Ztt\ = A70\N = CTO\BZ = lfO\Cz
Dans le triangle sphérique 4,B,C), a; = B,/O\Cl

Etdonc:a,+ A = B,0C, + MON = B,0C, + B,0C, = 180°

Ce qu’il fallait démontrer.

Par permutation on obtient les deux égalités suivantes.

En échangeant les roles des deux triangles sphériques ABC et 4,B,C,, polaires I’'un
de I’autre, on obtient les trois derniéres égalités.

Propriétés des triangles sphériques

Inégalité triangulaire
Proposition 6
Dans un triangle sphérique, tout c6té est inférieur ou égal a la somme des
deux autres.

Démonstration
Le plus court chemin du point 4 au point C sur la sphere est I’arc de grand cercle

AC , si bien que AC < AB+BC . Ceci démontre la proposition. On peut donner
cependant une démonstration élémentaire de la proposition 6, qui n’utilise pas le fait
qu’un arc de grand cercle réalise le plus court chemin entre deux points d’un sphére.
On considere un triangle sphérique ABC dont les trois cOtés sont strictement
inférieurs & un demi grand cercle. On va démontrer que b < a + c. Et pour cela on va
utiliser des résultats de géométrie plane, en construisant des triangles plans dont deux
angles coincident avec b—a et c.

FIG 18 : Le triangle sphérique ABC avec b > a

Si on a I’inégalité b < a alors on a évidemment a fortiori b < a + c.
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Supposons donc que b > a c’est-a-dire 40C > BOC.

On construit le point D sur [4C] de sorte que COD = a=BOC.

On construit le tétraedre OAB’C ot le point B’ est le point de [OB) vérifiant OD =
OB’

FIG 19 : Le tétraédre OAB’C

Les triangles plans ODC et OB’C hachurés sur la figure ci-dessus sont égaux car

OD = 0B’ et B'OC = DOC. Donc CB’ = CD.

AD =AC—-CD = AC - CB’ £ AB’ (d’apres I’inégalité triangulaire dans le triangle
plan ACB").

[AD] est le coté opposé a I’angle AO0D=b-adu triangle plan AOD et [AB’] est le
coté opposé a I’angle AOB’=A0B=cdu triangle plan AOB".

Les deux triangles 40D et AOB’ ont deux co6tés égaux deux a deux (O4 = OA et
OD = OB") et AD < AB’. On en déduit donc AOD < AOB’ ¢’est-a-dire b — a < c, ce
qui achéve la démonstration.

Proposition 7
Dans un triangle sphérique, tout angle est supérieur a la somme des deux

autres moins un angle plat.

11 suffit d’appliquer la proposition 6 au triangle sphérique polaire associé & ABC.

Aire d’un triangle sphérique

Proposition 8

L’aire d’un triangle sphérique ABC construit sur la sphére de centre O et de
rayonrestégalear’ (A + B + C — r), les angles du triangle étant
mesurés en radians.

On en déduit que la somme des angles d’un triangle sphérique est supérieure
a 180°.

Démonstration
Rappelons que I’aire de la sphére vaut 47 »*; I’aire de la demi-sphére vaut donc

277 ; laire d’un fuseau, c’est a dire ’aire de la portion de sphére limitée par deux
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demi grands cercles de mémes extrémités 4 et 4’ diamétralement opposées et

~

— A — )
formant entre eux un angle égal a A4 vaut 4’ x2— =2 4 (A étant exprimé
T

en radian)
La proposition est donc démontrée dans le cas ou le triangle sphérique est

« pathologique » et assimilable & un fuseau: deux de ces angles sont égaux et le

troisiéme est plat.
Soit a présent un « vrai » triangle sphérique ABC ; A’, B’ et C’ les points de la sphére

diamétralement opposés a 4, B et C.

C 1
FIG 20 : La demi-sphere visible se décompose comme un puzzle

La demi-sphére limitée par le grand cercle ACA'C’ et contenant B se décompose en
le fuseau d’angle A , limité par les méridiens ABA’ et ACA’,
le triangle sphérique ABC”,
le triangle sphérique B4 'C".

On en déduit, en considérant les aires :

aire de la demi-sphére = 2/* 7 = 2/ A+ aire de ABC’ + aire de BA'C’

Quand on réunit le triangle sphérique ABC’ et le triangle sphérique 4BC on obtient le
fuseau d’angle C limité par les méridiens CAC’ et CBC’ .
Quand on réunit le triangle sphérique BA’C’ et le triangle sphérique 4’B’C’ on
obtient le fuseau d’angle B limité par les méridiens BA’'B’ et BC’B’. Mais les
triangles A 'B’C’ et BAC sont symétriques par rapport a O ; ils ont donc méme aire.
On obtient donc, en reprenant I’égalité ci-dessus

27w =2 4 +@2r* C —airede ABC )+ (2r* B — aire de ABC)

=2r2(T4\ + B +/5)—2 aire de ABC

D’ou aire deABC=r2(7+/B\+/C\—7r)
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Lenombre 4 + B + C — r représente la valeur en radian de I’excés sphérique du
triangle ABC ; on peut aussi mesurer ’excés sphérique en degré.

Remarque
Le triangle sphérique polaire associé au triangle sphérique a donc pour aire

r*Qr—a+ b+ c) ol les cotés a, b, c sont exprimés en radians. On en déduit que la
somme des trois cotés d’un triangle sphérique est inférieure a deux angles plats.

Conclusion

On a déja compris, en travaillant sur quelques exemples, que les triangles
sphériques sont des figures plus mystérieuses que les triangles plans de la géométrie
euclidienne « traditionnelle ». Cependant on peut établir des analogies.

Les segments de droite de la géométrie plane sont les arcs de grands cercles
de la géométrie sphérique.

L’inégalité triangulaire reste vérifiée.

En revanche certains résultats de la géométrie plane ne sont plus vérifiés.

Dans un triangle sphérique, la somme des trois angles n’est pas fixe. La
formule de I’aire donnée ci-dessus permet de préciser que 4 + B + C
est compris entre 180° et 540°.

Si on connait deux des angles d’un triangle sphérique, on ne peut pas,
comme on a I’habitude de le faire en géométrie plane, en déduire

simplement le troisi¢me angle...
On verra dans le chapitre suivant de trigonométrie sphérique des formules liant les

trois angles d’un triangle sphérique.

RECHARFFEMENT  CLIMATIQUE :
FONTE DES TRIAWGLES POLAIRES

—TL FAUT PAS
S'ETONNER ...
AVec uNe Sonne
pes ANGLES
SuPER\EURE

A AR0°..
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Formules et résolution de triangles

Dans tout ce chapitre 4BC désigne un triangle sphérique construit sur une
sphére de centre O. Ce triangle est donc caractérisé par ses trois cotés et ses trois
angles, ce que I’on note

triangle sphérique ABC
cotés a b c
angles A B C

On suppose que les trois cbtés a, b, c et les trois angles A, B, C appartiennent
aussi a I’intervalle ]0 ; 180°[. Le triangle sphérique est un « vrai » triangle inclus
dans une demi-sphére, c’est-a-dire ni plat, ni un fuseau, ni la demi-sphére entiére.
On rappelle que a=B/OE‘; b=A0B ; c=§O\C; A =141 ou [A4f) est la demi-

tangente en 4 a ’arc 4B . Les mesures sont faites en degreés.

On va, dans ce chapitre, établir une série de formules de trigonométrie
sphérique liant c6tés et angles du triangle sphérique. Ces formules ont pour but de
permettre la résolution des triangles sphériques. On adopte dans ce chapitre une
démarche contemporaine : on établit d’abord une premiere formule (la formule des
cosinus) ; on en déduit, par calcul algébrique la formule des sinus. En considérant le
triangle polaire associ¢ au triangle sphérique, on obtient une nouvelle série de
formules « duales » des précédentes. On examinera enfin de plus prés les formules
particulieres qu’on obtient dans un triangle sphérique rectangle.

La formule des cosinus
On va démontrer la formule : cos a = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos 4

Premier cas : on suppose ¢ <90° et b < 90°
La figure ci-apres, tracée, pour plus de lisibilité, avec a < 90°, illustre ce cas.

Le principe de la démonstration consiste a utiliser la trigonométrie classique dans les
triangles rectangles plans dont les angles correspondent aux angles ou aux cétés du
triangle sphérique, d’ou la nécessité de considérer ¢ < 90° et b <90° .

Les demi-droites [A4f) et [4¢’) tangentes en A aux grands cercles AB et AC coupent
respectivement les demi-droites [OB) et [OC) en D et E.
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Le triangle plan AED inclus dans le plan perpendiculaire a (OA4) qui passe par 4 est
tel que EAD= A

Les triangles plans OAD et OAE sont rectangles en A et sont tels que AOD = cet
AOE = b

Le triangle OED inclus dans le plan (OBC) est tel que EOD=a

FIG 1 : Le triangle sphérique ABC

On extrait de cette figure de I’espace les quatre triangles plans évoqués
précédemment.

Dans le triangle rectangle OAD on a les

relations suivantes :
OA
1 ===
(ycos =55
AD
2)t ==
(2)tan c AO o

(3) OD? = 04* + AD? o

FIG 2 : OAD rectangle en 4
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Dans le triangle rectangle OAFE on a les
relations suivantes :

04
4 b=
(4) cos OF
AE
S)tan b=2=
(5) tan 90
(6) OE* = OA* + AE* FIG 3 : OAE rectangle en A

Dans le triangle ODE on a la relation (7)
suivante :

DE*= OD* + OE* - 20D x OE % cos a

FIG 4 : Le triangle plan OED

Dans le triangle ADE on a la relation (8)
suivante :

DEX=AD*+ AE? — 24D x AE x cos A .
FIG 5 : Le triangle ADE

En soustrayant (7) et (8) on obtient :
0=0D*—AD*+ DE* — AE* ~20D x OF x cos a+ 24D x AE x cos 4 .
Puis en utilisant (1) a (6), on arrive a :

0=2042-204*—5952 1 204%anctanbcos A4 .
cos b cos ¢

Puis en divisant par 2047 on obtient :
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—1__Cosa  sinbsinc
cosbcosc cosbcosc

Et en multipliant par cos b cos c on obtient la formule
cos a=cos b cos ¢ + sin b sin c cos 4

cos A4 .

Deuxiéme cas : on suppose ¢ > 90° et b <90°

B

B )
FIG 6 : Les triangles sphériques ABC et AB’C

On introduit le point B’ diamétralement opposé a B ; on a les données suivantes :

triangle sphérique 4ABC triangle sphérique 4B°C
cotés | a | b<90° | ¢>90° | cotés | 180°—a | 5H<90° | 180°—c<90°
angles | 4 | B C | angles [180°- 4 | B 180°— C

Les résultats du premier cas s’appliquent au triangle sphérique AB’C. On obtient
cos (180° —a ) =cos b cos(180° — ¢) + sin b sin(180° — ¢ )cos(180° — 7)
—cosa=-cos bcosc—sinbsinccos 4
et on retrouve encore cos a = cos b cos ¢ +sin b sin c cos 4

Troisiéme cas : on suppose ¢ > 90°t b > 90°

A

Al

FIG 7 : Les triangles sphériques ABC et 4°’BC
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On introduit le point 4’ diamétralement opposé a 4 ; on a les données suivantes :

triangle sphérique 4BC triangle sphérique 4 'BC
cotés | a |5b>90°|c>90°| cotés | a [180°—5<90°|180°—c<90°
angles| 4| B | C |angles| 4| 180°- B 180°—~ C

Les résultats du premier cas s’appliquent au triangle sphérique 4 ’BC. On obtient :
cos a=-—cos b x (—cosc)+sinbsinccos/[
cos a=cos b cos ¢+ sin b sin ¢ cos 4 .
La formule est encore vérifice.

Etude des cas limites

Il reste & examiner ce qui se passe lorsque b ou ¢ (ou les deux) vaut (valent)
90° ; dans ce cas, on ne peut construire le point £ ou le point D ou les deux... En effet
si b =90° = AOC alors la demi-tangente [A4¢’) est paralléle a (OC) car [4¢’) et (OC)
sont coplanaires et toutes deux perpendiculaires a (OA).
La formule étant valable pour tout b et ¢ élément de ]0 ; 90°[ U ]90° ; 180°[, elle
reste vraie, par passage a la limite (les fonctions sinus et cosinus étant continues)
lorsque b ou ¢ ou les deux valent 90°.
On peut cependant examiner les cas particuliers suivants pour respecter 1’approche
géométrique.

Premier cas limite : on suppose ¢ =90° et b = 90°
A

e
FIG 8 : Le triangle sphérique ABC avec deux cdtes et deux angles droits

Dans ce cas (OA) est I’axe polaire du grand cercle BC et on a alors :

triangle sphérique ABC
cotés a b=90° c=90°

p——

angles | A=a| B=90° | C=90°
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La formule cos a = cos b cos ¢+ sin b sin ¢ cos A reste vérifiée : elle devient tout
simplement cos a = cos a !!!

Deuxiéme cas limite : on suppose c =90° et b # 90° et A #90°
On peut, quitte a travailler dans le triangle sphérique 4 ‘BC, supposer b < 90°.
a

s e
FIG 9 : Le triangle sphérique ABC avec un coté droit

(OA) est I’axe polaire du grand cercle BNB’. Le triangle NBC a deux c6tés différents

de 90°, le coté NB et le c6té NC. On a les données suivantes :

triangle sphérique 4BC Triangle sphérique NBC
cotés | a |b<90°|c=90°| cotés a 90°—b#90°| "4 #90°
angles| 4 | B C  |angles| N=90°| 90°- B [180°- C

La formule s’applique alors au triangle NBC et donne

cos a = cos(90° — b)cos?l\ +sin(90° - b)sin?l\ cos (90°) =sin b cos 4
On a: cos a = cos b cos(90°) + sin b sin(90°)cosT4\.

La formule cos a = cos b cos ¢ + sin b sin c cos 4 reste vérifiée.
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Troisieme cas limite : on suppose ¢ =90° et b # 90° et A =90°

FIG 10 : Le triangle sphérique ABC avec A et ¢ droits

(OB) est I’axe polaire du grand cercle AC. Le plan (ANA') est médiateur du diamétre

[BB’], et I’arc BC est la moitié du demi grand cercle BB’ ; on a les données
suivantes :

triangle sphérique ABC
cotés a=90° b c=90°

pe——

angles | 4 =90° B C=90°

La formule cos a = cos b cos ¢ + sin b sin c cos A reste vérifiée : elle devient tout
simplement 0 =cos bx 0 +sinbx1x0 !

Conclusion

Proposition 1

Pour tout triangle sphérique ABC on a les relations suivantes
(1) cosa=cos b cos ¢+ sin b sin ¢ cos 4

(2) cos b=cos ¢ cos a+sin c sin a cos B

(3) cos c=cos acos b+sinasinb cos C

(1) a été démontrée dans I’étude des cas.
(2) et (3) s’en déduisent par permutations.

Ces formules expriment un c6té du triangle sphérique 4BC en fonction des deux
autres et de I’angle compris entre ces deux c6tés. Si par exemple on connait les trois
données du tableau (sur fond gris clair), on peut en déduire directement le troisiéme
coté (encadré), puis les deux autres angles.
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cotés y a ] b | c
angles|"4 | B | C
ce qui correspond 4 la figure suivante (en gras les éléments connus)

FIG 11 : Premier cas de résolution de triangle sphérique

Exemples
1) On reprend la figure 8 du chapitre triangle sphérique et étudions le triangle

sphérique JMN.

cotés | j=? |m=45°|n=45°
angles| J=90°| M =2| N =2

On peut connaitre les données manquantes. D’apres la proposition 1 on peut écrire
cosj = cos(45°) cos(45°) + sin(45°) sin(45°) cos(45°)

cosj = % etj = 60° . Puis toujours en utilisant la proposition 1

c0s(45°) = cos(45°)cos(60°) + sin(45°)sin(60°)cos/1\/7

d’ott cos M =% et M~ 54,7°
3

On a le méme résultat pour N.

2) Soit un triangle sphérique ABC dans lequel b = 100°, ¢ = 40° et A =35°,
On peut grace a (1) calculer cos a ; on obtient a = 67,3°. Puis gréce a (2), on calcule
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cos B et on en déduit B ~ 142,3°. Enfin grace a (3), on calcule cos C et on en
déduit C =~ 23,6°.

On peut enfin remarquer que, comme — 1 < cos 4 < 1, et sin b sin ¢ > 0,
quelles que soient les valeurs proposées pour A, b et ¢, le nombre
cos b cos ¢+ sin b sin ccos A vérifie :
cosbcosc—sinbsine < cosbcosc+sinbsinccos A < cos b cosc+sinbsinc
c’est-a-dire cos(b + ¢) <cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A < cos(b - ¢).

Il est donc compris entre — 1 et 1 et est le cosinus d’un réel a. On peut donc toujours
construire un triangle sphérique dont on connait deux cotés et I’angle qu’ils
enferment.

La formule duale des cosinus
AB,C, est le triangle sphérique polaire associé au triangle sphérique ABC .

€1

FIG 12 : Les triangles sphériques ABC et 4,B,C polaires I’un de I’autre

On rappelle les données suivantes :

triangle sphérique ABC triangle sphérique 4,8,C,
cotés | a | b | c | cotés | 180°—~ 4 |180°— B |180°—- C

—< | — | —=

angles | 4 | B | C |angles| 180°—a | 180°-5b | 180°—¢

On peut bien sir appliquer la proposition 1 au triangle sphérique 4,8,C) ; on obtient
alors trois nouvelles formules.
La formule (1) appliquée au triangle sphérique 4,8,C, donne
—cos A =cos B cos C —sin B sin C cos a.
On obtient : cos 4 =—cos B cos C +sin B sin C cos a
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On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2
Pour tout triangle sphérique ABC on a les relations suivantes :

(4) cos A =—cos B cos C +sin B sin C cos a
(5)cos B =—cos C cos A +sin C sin 4 cos b
(6) cos C =—cos A cos B +sin 4 sin B cosc

Ces formules expriment un angle du triangle sphérique 4BC en fonction des deux
autres et du c6té compris entre ces deux angles. Si par exemple on connait les trois
données du tableau (sur fond gris), on peut en déduire directement le troisiéme angle
(encadré), puis les deux autres cotés.

cotés
angles| 4

|
ce qui correspond a la figure suivante (en gras les éléments connus)

FIG 13 : Deuxiéme cas de résolution de triangle sphérique

Triangles particuliers

Un triangle rectangle isocéle plan a deux angles égaux & 45° et un angle droit.
Aucun « vrai » triangle sphérique ne peut avoir de tels angles. La somme des angles
d’un triangle sphérique, rappelons le, dépasse 180°. Que peut-on dire des triangles

sphériques isocéles et équilatéraux ?

Si on suppose que b = ¢, on peut alors qualifier ABC de triangle sphérique
« isoctle », alors en soustrayant les égalités (2) et (3) on obtient

sin a sin c(cos/l-?\ - cos/(?) =0etcos B =cos C et B= C

Un triangle sphérique qui a deux c6tés égaux a aussi deux angles égaux.
Sib=c=70°c¢et A =50° alors cos a = cos’(70°) + sin’(70°) cos(50°) ~
0,68 d’ou a~ 46,8°; gréce a (2), on peut ensuite trouver B .

Si on suppose que a = b = ¢, on peut alors qualifier ABC de triangle sphérique
équilatéral. Les formules (1), (2) et (3) permettent d’écrire
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cosa — cos a_ _cosa
sin’a 1 + cosa’

Les trois angles sont donc égaux ; leur somme dépassant 180°, chaque angle d’un
triangle sphérique équilatéral dépasse 60°. Par ailleurs angle et c6té¢ d’un triangle
équilatéral sont liés par I’égalité ci-dessus : si on connait I’un, on peut trouver I’autre.

—

cos A =cos B =cos C =

Sia=b=c=40°,cos?=cos/B\=cos/C\z0,434et74\= B =C =
64,3°
Sia=b=c=60°,cosj4\=cos/B\=cos/C\=%et/A\=/B\=/C\z70,5°.

Sia=b=c=90°, cos A =cos B =cos C =0et A = B = C =90°.
Enfin il n’existe aucun triangle sphérique équilatéral dont le c6té dépasse
120°. On a vu que la somme des trois c6tés est inférieure a 360°. D’ailleurs
cosa
-1+ cosa

décroissante sur ]0° ; 180°[ et bijective de ]0°; 120°[ dans ]- 1; 0,5[

I’étude de la fonction a — le confirme : elle est strictement

Si on suppose que B = /5, on en déduit en soustrayant (5) et (6) que cos b =
cos c et on obtient b = ¢. Un triangle sphérique qui a deux angles égaux a deux cotés

égaux.
Que e peut-on dire d’un triangle sphérique ABC « équiangle », c’est a dire tel

que A =B = C 7 Les relations (4), (5), (6) donnent :
cos A+cos? 4 B cos A

cosa=cosb=cosc= = -
sin® 4 1-cos 4

La somme des trois cotés étant inférieurs a 360°, on en déduit que les cotés d’un
triangle équiangle sont égaux et inférieurs a 120°.
Si 7=/B\=/5=70°, alorscosa=cosb=cosc=0,51d’ota=b=c=~
58,7°.
1

Si7=/§=/C\=120°,alorscosa=cosb=cosc=—§;

d’otta=b=c~109,5°.
Si/[=/§=/5=135°,alorscosa=cosb=cosc=i'

2+42°

d’ota=b=c=~114,5°.

La formule des sinus

La formule des sinus, analogue a celle qu’on connait dans les triangles plans
est centrale en trigonométrie sphérique depuis le XI° siécle. Ce type de formule est
d’un emploi particuliérement commode. De forme multiplicative, elle autorise a
partir du XVII° siécle I’'usage du logarithme ; de ce fait elle a été abondamment

utilisée pour résoudre les triangles.
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Proposition 3
Pour tout triangle sphérique ABC on a :

sind_sinB _sinC
sina sind sinc

(7

Démonstration
De la formule (1) on déduit

~ _ cosa— cosbcosc . . .
cos 4 = ; il s’en suit que

sinbsinc
sin A _ 1-cos’ A
sinfa  sin’a
1 (cosa—cosbcos c)2

sina  sin?asin® bsin’c
_ sin? bsin’ ¢ —cos® a — cos® bcos® ¢ +2 cos acosbeos ¢

sin® asin’® bsin’® ¢
_ (1-cos” b)(1-cos’ c) - cos” a—cos’ bcos® c+2cos acosbcosc
- sin® asin® bsin® ¢
_1-cos’ a—cos® b-cos’ c+2cosacosbcosc

sin® asin? bsin’ ¢
= f(a,b,c)

L’expression obtenue est symétrique en a, b, ¢ ; on peut alors en déduire que

sin®4 _sin’B_sin’C
sina sin’b  sin’c
sont compris dans l’intervalle ]0°; 180°[, chacun de leur sinus est strictement
positif ; la relation (7) s’en déduit aussit6t.

; et comme les cotés et les angles du triangle sphérique

Lorsque le triangle sphérique a de « petits » ctés, leurs sinus leur sont presque égaux
et la formule des sinus est presque celle des triangles plans, ce qui est logique

puisque le triangle sphérique est alors lui-méme presque plan.
Enfin la formule « duale » des sinus, que 1’on obtient en écrivant la formule des sinus

dans le triangle polaire associ€ au triangle ABC est équivalente a la formule des sinus
elle-méme.

Remarque sur la résolution des triangles

Si dans un triangle sphérique on connait deux angles (respectivement deux
cotés) et un des cotés en vis a vis (respectivement un des deux angles autre que celui
compris entre les deux cotés) on peut presque en déduire I’autre cté en vis a vis
(respectivement I’autre angle). Pourquoi presque ? Ici, et contrairement aux relations
(1) a (6), la formule permet de calculer un sinus. Et chacun sait qu’un angle et son
supplémentaire ont le méme sinus !!!
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On obtient deux nouveaux cas de résolution de triangles sphériques, illustrés sur les
figures ci-apres, les éléments gras étant supposés connus.

cotés | a |B ]
angles| 4 |i B e

FIG 14 :

cotés

angles

FIG 15 : Quatrieme cas de résolution de triangle sphérique

Exemples

1) Supposons A =45°;a=60°; z/B\ = 60° ; que peut-on dire de b ?
sin(45°) _ sin(60°) 4 in p=S7(60°_ 3 06

sin(60°)  sinb o sind5?) w2

Un tel triangle sphérique n’existe pas !

2) Supposons A =60°;a=70°; B =50°; que peut-on dire de b ?
sin(70°)sin(50°)
sin(60°)
priori il y a deux possibilités pour b qui sont b = 56,2° ou b =~ 123,8° ; et donc a priori

deux triangles sphériques possibles.

En utilisant la relation (7), on en déduit que sin b = ~ 0,831; a
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Pour trouver b on ne peut utiliser ni les formules de la proposition 1, ni celles de la
proposition 2. Et aucune des formules de trigonométrie sphérique donnée ci-dessus

ne permet de donner Cetc.

Autres formules multiplicatives

Les formules données jusqu’a présent ne permettent pas de résoudre tout type
de triangles, comme on vient de le voir dans I’exemple ci-dessus. La formule des
sinus a, par rapport a celles des cosinus, ’avantage d’étre multiplicative, et de se
préter & 'usage des logarithmes. On peut déduire de la relation (1) une autre famille
de relations « multiplicatives » qui permettent de trouver les angles connaissant les
trois c6tés du triangle. La formule des cosinus le permet déja, mais sa structure
additive ne permet pas 1’'usage des logarithmes.

Proposition 4
Pour tout triangle sphérique ABC on a

. 2 A 1 . (a+b-c . (a-b+c
(8) sin”| — |=————xsin x sin
2 sinbsin ¢ 2 2
(9) sin® Bl . 1. xsin(b+c_a)xsin(b_c+a),
2 sincsina 2 2
(10) sin® . - 1. xsin(c+a_bjxsin(c_a+b)
2 sinasinb 2 2

Démonstration

On utilise a nouveau la formule (1) des triangles sphériques.

2[?4) 1-cos A
sin“| — (=

2 2

1

cosa—coshcosc
sin bsin ¢

1

2

1( sinbsinc+cosbcosc—cosa
2 sinbsin ¢ J
1{ cos(b-c)—cosa

2 sinbsin ¢ )

1 . (a+b-c). (a-b+c
= sin sin
sinbsin ¢ 2 2

La derniére égalité provient de la formule classique

COSp — €0Sg = —25in(—p;qjsin(—p;q)= 2sin(—p;q)sin(—q;p)
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On obtient par permutation les formules (9) et (10).

On pourrait réécrire ces trois égalités en faisant intervenir le « demi-périmétre »

—atbte du triangle sphérique. Cela donnerait :
(8) sin’ 2 —— L i (p-b)sin(p-c)
2 ) sinbsinc

de méme pour (9) et (10).

Enfin on peut en déduire trois formules « duales» en considérant le triangle
sphérique polaire associé a ABC. Ces formules permettent de trouver les cotés
connaissant les trois angles et se prétent a ’'usage des logarithmes.

Proposition 5

Pour tout triangle sphérique ABC on a

(11) cos?| £ |= Al - COS A+B-C cos A-B+C
2) sinBsinC 2 2

(12) cos’ AN Al ~COs B+C-4 cos B-C+4
2) sinCsin A4 2 2

(’\ /\—’\ /\_/\ ~

(13) cos?| < | = Al ~COS CrA-8 cos c-4+8

2) sinAsinB 2 2

Relations liant cinq éléments d’un triangle sphérique

Les différentes formules données précédemment lient quatre éléments d’un
triangle (soit les trois cOtés et un angle, soit les trois angles et un c6té, soit deux cotés
et deux angles). On va en établir de nouvelles liant cinq éléments. Elles permettent,
en théorie, de régler des cas qu’on ne peut pas traiter avec les formules précédentes.
Si par exemple on connait deux c6tés et les deux angles opposés a ces deux cotés, ni
les formules des cosinus, ni la formule des sinus ne permet de trouver les éléments

manquants.

Proposition 6
(14) cosasinb—sin acosbcosC = sinccos A

(15) cosbsina—sinbcosacosC =sinccos B

Démonstration
On reprend les formules établies dans la proposition 1.
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D’apres (1) ona cosa =cosbcosc+sinbsinccos 4 et d’apres (3) on a
cosc =cosacosb+sinasinbcosC . On en déduit donc :

cosa= cosb(cos acosb +sin asin bcos C)+sin bsinccos A

=cosacos’ b +sinasinbcosbcosC +sinbsin ccos A

Puis il vient par soustraction sin® bcos a—sin asinbcosbcosC = sin bsin ccos 4

En divisant par sinb on obtient la formule (14) de la proposition 6
La formule (15) se démontre selon le méme principe : on remplace dans (2) cosc par

sa valeur obtenue avec (3).
Gréce au triangle sphérique polaire associé, on en déduit une nouvelle famille

de formules liant trois angles et deux cotés. Elles sont données dans la proposition
suivante.

Proposition 7
(16) cos Asin B +sin Acos Bcosc =sinCcosa

(17) cos Bsin A +sin Bcos Acosc = sin C cosb

Par permutation des lettres dans les formules (15) a (17) on obtiendrait quatre
autres formules liant les trois c6tés et deux angles et quatre autres formules liant les
trois angles et deux cotés.

On peut déduire de ces formules une nouvelle série de formules liant deux
coOtés, ’angle compris entre ces deux cotés et I’angle opposé a 1’un des deux cotés.
On obtient la proposition suivante.

Proposition 8
(18) cotasinb—cot Asin C = cos bcos C

(19) cotbsina—cot BsinC = cosacosC

Démonstration
On reprend la formule (14) et on divise chaque membre par sina. Cela donne :
sin ccos 4

cotasinb—cosbcosC = -
sina
sinc  sinC s . o , .
—— = ——, d’apres la formule des sinus ; si bien que 1’on obtient la formule
sina  sin 4
(18). On obtient de méme (19), et on obtient quatre nouvelles formules par
permutations et on peut établir une nouvelle série de formules « duales » en utilisant

le triangle sphérique polaire associé.

Mais

Un exemple litigieux

ABC est un triangle sphérique pour lequel on a a = 70°, 4= 60°, et B =50°. On
sait que deux triangles peuvent vérifier ces conditions et la formule des sinus permet
d’évaluer b. On a trouvé précédemment b ~ 56,2° ou b ~ 123,8°. On connait donc
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quatre éléments du triangle : deux angles et les deux c6tés opposée a ces angles. On
souhaite évaluer le c6té manquant c. La formule (16) permet d’écrire

c0s(60°)sin(50°) + sin(60°)cos(50°)cos ¢ = sin C c0s(60°)

La formule des sinus permet de remplacer sinC par w On obtient alors la
sina
relation suivante
Nt remoN L e _ sin(60°) .
c0s(60°)sin(50°) + sin(60°)cos(50°)cos c = ———=s
tan(70°)

C’est une équation du type u cos ¢ + v sin ¢ = w ou I’inconnue est c. Elle n’est guére
engageante mais on connait une méthode pour la résoudre. Le lecteur courageux peut

le faire...

Les formules particuliéres aux triangles sphériques
rectangles

Dans le cas ou le triangle sphérique posséde un angle droit, alors, quels que
soient les deux éléments supplémentaires connus, on peut toujours en déduire
simplement les trois éléments inconnus. Si bien que les cas litigieux pour un triangle
sphérique quelconque peuvent étre résolus malgré tout assez simplement. I1 suffit de
partager le triangle sphérique en deux triangles sphériques rectangles bien choisis.

On suppose a présent que ABC est un triangle sphérique rectangle en 4 c’est a
dire tel que 4 = 90°. Le c6té a est ’hypoténuse. On a forcément B + C > 90°.

On reprend les formules précédentes en remplagant A par 90°. Elles vont se
simplifier considérablement et on va obtenir une série de formules simples et toutes

multiplicatives.

FIG 16 : Le triangle sphérique ABC rectangle en 4
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(1) devient :

(1’) cosa = cosbcosc
Formule qui lie les trois cotés d’un triangle sphérique rectangle.

On pourrait dire que cette formule correspond au théoréme de Pythagore des

triangles plans.
Si ’un des trois c6tés d’un triangle sphérique rectangle est un quart de grand cercle,

il y a forcément un deuxi¢me c6té égal a un quart de grand cercle. On I’a constaté sur

la FIG 10.
Si I’hypoténuse est plus grande qu’un quart de cercle, alors un des c6tés de 1’angle

droit et un seulement aussi.
Si I’hypoténuse est plus petite qu’un quart de cercle, alors soit les deux cotés de

’angle droit sont plus petits qu’un quart de cercle, soit il sont plus grands qu’un quart

de cercle.
Remarquons enfin que si dans un vrai triangle sphérique ABC I’égalité ci-dessus

cosa = cosbcosc est vérifiée, alors on en déduit que sinbsinccos 4 =0 et donc que

cosd =0 (puisque par hypothése sinb et sinc sont non nuls), et 4BC est rectangle en
A. La formule (1°) caractérise les triangles sphériques rectangles, tout comme le
théoréme de Pythagore caractérise les triangles rectangles plans.

(4) devient : cosa sin B sin C =cos B cos C ce qui donne

(4’) cosa= cot B cot C
Formule qui lie les deux angles autres que le droit et ’hypoténuse.

—_—

Si I’hypoténuse est égale a un quart de cercle, alors I’un des deux angles B ou C
est droit.

Si ABC possede, en plus de I’angle 4 un (respectivement deux) angle(s) droit(s),
alors nécessairement a = 90° et ABC posséde quatre (respectivement six) éléments

droits.

(5) et (6) deviennent

(5”) cos B =sin C cos b

(6”) cos C =sin B cosc

Formules qui lient les deux angles autres que le droit et un c6té autre
que Phypoténuse.

Un angle autre que le droit et son c6té opposé sont forcément de méme nature (c’est
a dire tous deux aigus ou tous deux obtus)
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(7) donne :
. (5) sinbd
- sm(B)=S_;2a
sin(a) = s.mc
sina

Formules qui lient un angle autre que le droit, le c6té opposé a cet angle
et ’hypoténuse.

Ces formules rappellent les formules de trigonométrie classique dans les triangles
plans.

Les formules (2) et (3) quant a elles deviennent
cos b=cos c.cos b cos c+sincsinacos B
cos b(1 — cos’c) = sin ¢ sin a cos B

cos b sin’c = sin ¢ sin a cos B puis en divisant par sin ¢

cos b sin ¢ = sin a cos B puis en remplagant cosb par €054 oy supposant ¢ # 90°
cosc

cos atan c=sinacos B ; on en déduit

(2’)tanc=tana cos B

pour tout triangle rectangle en A4 tel que ¢ # 90° et a # 90°

(3’)tanb=tan a cos C

pour tout triangle rectangle en 4 tel que b # 90° et a # 90°

Formules qui lient ’hypoténuse, un angle autre que le droit et son coté
adjacent.

De ces deux formules on déduit a nouveau

tanc _ cos(/AB) B sin (6’)cosb

tanb cos(f’)_ cos(&') d’aprés (5°) ; il s’en suit

(2”)tanc= tan C sin b

pour tout triangle rectangle en 4 tel que ¢ # 90° et a # 90°

(3”)tan b= tan B sinc

pour tout triangle rectangle en 4 tel que b # 90° et a # 90°

Formules qui lient un angle autre que le droit et les deux cotés autres
que I’hypoténuse.
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Ces formules rappellent les formules de trigonométrie dans les triangles rectangles
plans.

Divers cas de résolution de triangles sphériques rectangles

Un triangle sphérique rectangle est résoluble dés lors que I’on connait trois de
ses six €léments, ’angle droit et deux autres éléments. Les triangles sphériques
rectangles sont plus simples & utiliser que les triangles sphériques quelconques,
comme en géomeétrie plane...

Les triangles sphériques rectangles en 4 sont de trois sortes selon qu’ils
possédent un, deux ou trois angles droits. On les configurations suivantes :

cOtés

a#=90°

b =90°

c #90°

angles

~

A =90°

B #90°

~

C #90°

Dans ce premier cas, b et B sont de méme nature tout comme c et C .

c #90°

C =c°

cOtés
angles

Les triangles de ce type sont tels que C est un pdle du grand cercle 4B.

c=90°
C =90°

cotés
angles

Les triangles de ce type représentent un huitieme de la sphére.

On s’intéresse a présent aux triangles sphériques rectangles relevant de la
premiére configuration, c’est a dire avec un seul des six éléments droit. On adopte la
convention suivante : on note sur la figure en gras les deux éléments connus en plus

de I’angle droit A.
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Premier cas de figure
On connait 74\, b,c;
On connait donc la nature de B et C ;
grace a (1’) on trouve a ;
grace a (2’) et (3°’) on trouve Bet C

Deuxieme cas de figure
On connait A4 , c et ’hypoténuse a ;

On connait donc la nature de C ;
grace a (1’) on trouve b et on a a nature

de B ;
grace a (2’) et (3’)ontrouve Bet C

Troisiéme cas de figure
On connait A B et c;
On connait donc lanature de bet C ;
grace a (6’) on trouve C ;
grace a (4’) on trouve a ;
grace a (1°) on trouve b

Quatrzeme cas de figure

On connait 4, C etc;

grace a (7°) on trouve sina ;

gréce a (6’) on trouve sin B ;

grace a (7°) on trouve sind

Dans ce cas on trouve deux triangles : le
premier avec a aigu, le deuxiéme avec a
obtus.

Cinquiéme cas de figure
On connait /A\, aet C ;
On connait donc la nature de ¢ ;
griace a (7°) on trouve c ;
grice a (2’) on trouve B ;
grace a (3°) on trouve b

Sixieme cas de fi igure
On connait les trois angles A, B, C
On connait donc la nature de b etc;
grice a(5’) et (6’) ontrouve betc;
grace a (1°) on trouve a

a c
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Quelques résolutions de triangles sphériques

Les trois premiers exemples qui vont suivre sont extraits des ceuvres mathématiques
de Simon Stevin. Nous allons les résoudre en utilisant les formules établies dans ce
chapitre. Mais nous verrons dans le prochain chapitre comment Stevin les résolvait.
Le quatriéme exemple reprend le cas litigieux évoqué plus haut et le résout.

Premier exemple

ABC est rectangle et on a les données suivantes

cOtés a b=50° c=29°30’
angles A B =90° C
cosb

~0,73853 ; d’o0 a=42°24’

cos b = cos a cos ¢ donc cos a =
cosc

cos a = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A , d’ol1 cos A~ 0,47474 et A ~61°39’

cos ¢ = cos b cos a + sin b sin a cos C , d’ott cos C ~ 0,76592 et C ~40°

Deuxiéme exemple

ABC est rectalére (avec un c6té droit) et on a les données suivantes
cOtés a b=90° c=68°37
angles | 4 | B =68°27 C
La formule des sinus donne a priori deux valeurs possibles pour I’angle C. On
obtient C =~ 60° ou C = 120°.
La formule (19) cotbsin a-cot BsinC =cosacosC se simplifie car cot =0 ; on
—cot BsinC 3 ~tanC

cosC  tanB

Si on suppose C = 60°, cela conduit a a = 133°10°.

obtient cos a =

Puis la formule des cosinus donne cos a =sinccos 4 d’ou 4 =137°17".

On a donc la solution suivante :
cOtés a=133°10° b=90° c=68°37

angles | A4 =137°17° | B =68°27’ C =60°

Si on suppose C =120°, cela conduit & a ~ 46°50°.

La formule des cosinus donne alors A ~42°00°

On a donc la solution suivante :

cotés a=46°50" b=90° c=68°37
angles 4 =42°29° | B =68°27 C =120°
Cette derniére solution ne fournit pas un triangle sphérique. La formule des cosinus
donne ici cos ¢ =sin a cos C et cette égalité ne peut étre réalisée puisque C etcne

sont pas de méme nature (les deux membres de 1’égalité sont de signes différents).
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On pourrait retrouver aussi ces résultats en travaillant dans le triangle sphérique
polaire de ABC. Ce triangle A4,B,C, serait alors rectangle en B, et résoluble. On en

déduit ses six éléments puis ceux de ABC.

Troisiéme exemple

ABC est quelconque et on a les données suivantes
cOtés a b=50° c=81°19’

angles A B C =40°
La formule des sinus fournit deux valeurs a priori possibles pour B ; on obtient soit
B ~29°53’ soit B ~150°7".

Contrairement a la situation précédente, la formule (19) ne se simplifie pas et son
emploi conduit a résoudre I’équation d’inconnue a suivante :

cot(50°)sin a — cot B sin(40°) = cos(40°)cos a.

On va plut6t construire le demi grand cercle qui passe par A4 et est perpendiculaire au

grand cercle BC. Soit D le point d’intersection de ce demi grand cercle et du grand
cercle BC. On a ainsi fabriqué deux triangles sphériques rectangles, 4BD et ACD.

On a pour chacun d’eux les données suivantes :
Pour le triangle ACD

cotés | a=CD | c= AD d=50°

angles A C =40° 90°

Pour le triangle ABD
cOtés a=DB | b=4D | d=81°19
angles A B 90°

On résout d’abord le triangle sphérique rectangle ACD. Son hypoténuse est aigug ;
donc les deux autres cotés, et les deux angles non droits, sont de méme nature c’est-

a-dire aigu€ comme “C . La formule des sinus donne /a valeur de ¢ = AD ~ 29°30”.
La formule (2’) donne tan a = tan d cos C ;d’otta = CD ~42°24’.
La formule des sinus donne alors la valeur de 4 ~ 61°40°.
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On peut alors résoudre le triangle ABD. On a maintenant les données suivantes :
cOtés a b =29°30’ d=81°19’

angles A B 90°
La formule (1°) permet le calcul du troisiéme coté :

cos d=cos acos b donne a= DB =~ 80°1’.
Tous les cOtés sont aigus donc tous les angles aussi. On a nécessairement

B ~29°53".

La formule des sinus donne enfin la valeur de 4 ~ 85°3°.

Il ne reste plus qu’a recoller les morceaux pour résoudre le triangle de départ.
A ~85°3 +61°40° = 146°43.

B ~29°53.

A =~ 42°24° + 80°1° = 122°25°.

Retour au cas de figure litigieux

Le troisitme cas détaillé ci-dessus fait partie des cas litigieux. Plus
généralement, si ABC est un triangle sphérique quelconque dont on connait les quatre
éléments A4 , a, B, b, on peut le résoudre en utilisant deux triangles sphériques

rectangles. Il suffit pour trouver “C et c de construire 'arc CH perpendiculaire au
coté z@, avec H appartenant au grand cercle 4B, de sorte que les triangles sphériques
CAH et CBH sont rectangles en H et résolubles. On en déduit alors AH et ACH ; puis
BH et BCH ; puis par addition, si CH est intérieur au triangle ABC, ou par
soustraction si CH est extérieur au triangle AB, on en déduit AB=cet C.la

« hauteur » CH du triangle sphérique 4BC est intérieure au triangle si les deux angles
de sommets A4 et B sont de méme nature (tous deux aigus, ou tous deux obtus), elle
est a ’extérieur du triangle dans le cas contraire, comme on le voit sur les figures ci-

dessous. .
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FIG 17 : La hauteur CH intérieure au triangle ABC et a son supplémentaire ABC’

FIG 18 : La hauteur CH extérieure a ABC

On reprend I’exemple litigieux et on va le résoudre. On rappelle les données

A =60° a=70%et B =50°.
Et on choisit parmi les deux possibilités de b la valeur b = 56,2°. On peut considérer
que c’est le triangle de la FIG 17. Les deux angles autres que celui de sommet C étant
aigus, la hauteur CH est a I’intérieur du triangle.

Dans le triangle rectangle BCH on a tan BH = tan acos B ~ 1,76 et BH ~ 60,5°.
Dans le triangle rectangle ACH, on a tan AH =tanbcos A ~ 0,74 et AH =~ 36,8°

Finalement ¢ = BH + AH =~ 97,3°.
La formule des sinus donne sin C = w ~ (0,914. On en déduit C =~ 66,1°.0u
sina

C =113,9°
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~ cosc—cosacosbh

La formule des cosinus donne cosC = ~ —0,406.

sin asin b
La solution est donc C = 113,9°.
On peut vérifier que ’autre éventualité b = 123,8° conduit a une impossibilité. Cela

donnerait AH ~ 143,2° puis c = 184,3° ; eta + b + ¢ > 360°.
Il existe donc un seul triangle sphérique qui vérifie 4 =60°, a=70° et B =50°.
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La trigonométrie sphérique au XVI°
siécle enseignée par Simon Stevin

La démarche des mathématiciens du XVI° siécle n’est évidemment pas celle
utilisée dans le chapitre précédent : le cosinus n’existe pas ; le sinus n’est pas encore
une fonction ; on calcule des sinus, des tangentes, des sécantes d’angles ou d’arcs en
choisissant une valeur de rayon qui représente le sinus de I’angle droit ; Stevin
choisit dans les exemples qu’il expose R = 10000. L’outil de démonstration est la
propriété des triangles semblables. La définition des lignes trigonométriques
utilisées, sinus, tangente, sécante, et verse est rappelée ci-dessous.

in(90°) = OA T 2 o
sin(4B) = sin(40B) = 1 .
tan(4B) =tan(40B) = AT
sec(4B) = sec(4OB) = oT
verse(4B) = verse(40B) = A | /.
Y

Une ligne trigonométrique est avant tout la longueur d’un segment. Il existe des
tables de sinus, de tangentes, de sécantes remarquablement précises donnant des
résultats entiers et liés a la valeur du rayon choisi.

Un angle et son supplémentaire ont les mémes sinus, tangentes et sécantes. Cela rend
nécessaire la connaissance a priori de la nature de 1’angle, ou de I’arc (aigu, obtus ou
droit).

En langage moderne, la sécante correspond a I’inverse du cosinus et le verse
correspond & 1 moins le cosinus. Et bien siir sin(90°) = 1.

Nous allons ici brievement analyser le troisiéme livre Des triangles
sphériques. C’est une partie des ceuvres mathématiques de Simon Stevin de
Bruges, extraite du second volume La cosmographie. Ce livre se compose de trois
parties. Dans la premiére Stevin énonce et démontre des résultats généraux sur les
triangles sphériques, et les triangles sphériques rectangles, ainsi que quelques



propriétés de trigonométrie plane. Il s’intéresse précisément a la nature des angles ou
cOtés des triangles sphériques qui peuvent étre aigus, obtus ou droits. Ces résultats lui
seront utiles dans les parties suivantes. Connaissant une ligne trigonométrique (par
exemple le sinus d’un angle) et la nature de cet angle (par exemple obtus), il pourra
en déduire la valeur de I’angle, grice aux tables.

Dans la deuxi¢me partie, il démontre neuf théorémes correspondant & neuf
formules de trigonométrie sphérique.

Dans la troisi¢éme partie, qui constitue une sorte d’apothéose, il prouve que
tout triangle sphérique dont on connait trois des six éléments est résoluble. Il passe en
revue tous les cas possibles de résolution ce qui rend la lecture fastidieuse.
Cependant il met en place un systéme de représentation et un index trés astucieux,
re’produit ci-aprés, qui facilite I’'usage. Ainsi, par exemple, un astronome ayant a
résoudre un triangle sphérique dont il connait deux angles aigus et le c6té situé entre
ces deux angles trouvera dans I’index & quelle page du livre est résolu ce type de

triangle.

Lorsque nous citerons Stevin, nous écrirons en italique. Lorsque nous
jugerons préférable de modifier pour faciliter la compréhension, le texte de Stevin,
nous utiliserons les caractéres droits.

Pour démontrer les formules de trigonométrie sphérique, Stevin procéde a
I’envers de la démarche exposée dans le précédent chapitre : il commence par étudier
les triangles sphériques rectangles, et ensuite il en déduit les résultats généraux sur
les triangles sphériques. Il va du particulier vers le général, n’omettant aucun cas
particulier et opérant une classification trés minutieuse des triangles. Son objectif est
de «résoudre » n’importe quel type de triangle sphérique. Tout est démontré, et
illustré. Les démonstrations sont claires et se présentent selon le plan suivant :

les données écrites et illustrées par une figure,

le requis reformulé,

la préparation de la démonstration ou la figure est complétée,
la démonstration proprement dite.

Stevin donne d’abord deux définitions: la premiere décrit un triangle
sphérique comme superficie sphérique comprise entre trois arcs de cercles majeurs
(c’est a dire de grands cercles), chacun moindre qu’un demi-cercle ; la seconde

donne la grandeur de I’angle sphérique. L’angle BAC d’un triangle sphérique ABC a

pour mesure celle de I’arc DE qui a pour pdle A4 et qui coupe les grands cercles 4B et
ACenDet E.
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Soicat A B, A C, deuxarcyde cercles majeurs,, fai-
fant Nangle fpheuque B A C 2 Apees (it 2 E unauaere
arc de corcle majeur ; deferit emre les deux aresde lan.
gle AB, AC, furle point de langle A comme pole:
Ce qui eftant ainfi , je dis que la grendeur de angle

BAC,{cdenorzavec'arc DE.Com-

4 me par exemple le mefove are D E

G  cltancdeSo degr on dir lagrandeur

F de A cltre de So degr. Sovient pour
o E  plus ample declarationentre D A &

E A, mis lcsjoin&s ¥, G, &tirez les
arcs de cereles maicrs T G, BC;

Stevin est conscient de la difficulté a représenter sur le papier les figures
sphériques, tout en insistant sur la nécessité de ces dessins. Aussi conseille-t-il
d’utiliser une spheére céleste ou terrestre, ou méme une petite boule de cire dont le
diametre est d’environ un pouce’, d’y marquer les grands et petits cercles, les angles
sphériques aigus et obtus, les effagant aprés usage. « Tellement que ceux qui se
veulent exercer en cette matiére s’en peuvent pourvoir, afin d’entendre ainsi
clairement et facilement ce qu’autrement aux figures plates des livres est plus

obscur. »
Veuqu'en la docteine des ares mathcmatfqncs,c'cﬂ
un grand advantage, que les igurcs dontonle fcrtﬁout
la declaration du deflein , ayent bonne reffomblane
avecle denoré, & que triangles {pheriquesavec d'auts*
arts y appattenants , {uuvent i fc peuvent bicn imiter
enplan {ur du papiet , coqui rend !:x dottrine plus ob.
{cure : On prend 4 jcelle Bn une [phere celefie otia-
reftre , avee fes cercles diftinguez cn degrez, ou une
fphere de bois, oud'autre maticte folide, furlaquel
on marque des arcs de longuenr cognué': Ou fice n"t-
ftoit que pout catendre les theoremes, quin ont poine
unc quantité de degrez exprimez, on peut aulli prende
our cela, comme a fait Son Excellence, une pertite bo
de cire jaune, donc le diamenc foicenviron dune posk
ce, y marquant detfus tels ccrclcs‘. & agcs fmnds &pe
tis, angles droits, aigus , & obtus , comme acholeler
quicrr , les effagant apres, comme on cfface lbﬁqmm
deflus uneardoife, & y metrane derechef d'autresiden
noltre defir,ce qui fert de beavcoup pourlinaginasii.
Tellement que ceux qui fe venlentexercer en cefte e
ticre, S'en peuvent paurvoir, sfin d’entendre ainfichy.
rement & facilemeor, coquiantrement aux gures pl.
res des livees cit plus obfecur.

* Un pouce est environ égal 42,5 cm
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Premiére partie : catalogue des cas

Dans cette premiére partie, Stevin prépare le terrain pour les formules de
trigonométrie sphérique a venir. Il énonce et démontre dix huit théorémes qui
donnent des résultats généraux sur les triangles sphériques et les triangles sphériques
rectangles. Il envisage tous les cas de figure selon la nature des angles (droit, aigu ou
obtus) et des cotés (inférieur, supérieur ou égal & un quart de grand cercle). Les
démonstrations accompagnées de figures font le plus souvent intervenir des
situations particuliéres connues : I’un des cotés du triangle est prolongé en un demi
grand cercle, ou en un quart de grand cercle; un des sommets du triangle est

considéré comme pdle d’un grand cercle...
Puis il donne quatre relations de trigonométrie plane entre les lignes

trigonométriques des angles et de leurs complémentaires. Ces relations ne sont pas
données sous la forme de formule algébrique, mais énoncées comme des analogies,
c’est a dire des situations de proportionnalité, ou « régle de trois ». Nous allons
donner, autant que faire se peut, ces théorémes dans une formulation contemporaine

plus parlante.
Théoréme I : Si un grand cercle C passe par le pole d’un grand cercle C’, alors ces
deux grands cercles sont perpendiculaires.

Ce théoréme s’accompagne de treize conséquences.

Théoréme II : ABC est un triangle sphérique rectangle en B ;
siI’arc AB est inférieur 4 un quart de grand cercle, alors I’angle opposé C est aigu ;
si 'arc AB est supérieur a un quart de grand cercle, alors I’angle opposé C est

obtus ;
si l’arc AB est égal a un quart de grand cercle, alors I’angle opposé C est droit et 4

est un pole de I’arc BC .

Théoréme I1I : ABC est un triangle sphérique rectangle en B ;
siles arcs 4B et BC sont tous deux inférieurs ou tous deux supérieurs a un quart de

grand cercle, alors I’hypoténuse AC est inférieure  un quart de grand cercle ;

si 'un des arcs AB et BC est inférieur et I’autre supérieur a un quart de grand
cercle, alors I’hypoténuse AC est supérieure a un quart de grand cercle.

Théoréme IV : Si I’hypoténuse et un coté de I’angle droit d’un triangle sphérique

rectangle sont tous les deux plus grands qu’un quart de grand cercle, alors le
troisiéme coté est inférieur & un quart de grand cercle.

Théoréme V : ABC est un triangle sphérique rectangle en B ;
si les deux angles A et C sont tous deux aigus ou tous deux obtus, alors

I’hypoténuse AC est inférieure a un quart de grand cercle ;
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si I’'un des deux angles A et Cest aigu et I’autre obtus alors ’hypoténuse AC est
supérieure a un quart de grand cercle.

Théoréme VI : ABC est un triangle sphérique ;

si les angles B et C sont tous les deux aigus ou tous les deux obtus, alors la hauteur
issue de 4 du triangle est a ’intérieur du triangle ;

si I’'un des deux angles BouC est aigu et I’autre obtus, alors la hauteur issue de 4 du
triangle est a I’extérieur du triangle.

Théoréme VII : Si les trois angles d’un triangle sphérique sont aigus, alors les trois
cotés sont inférieurs a un quart de grand cercle.

Théoréme VIII : Si un triangle sphérique a deux angles aigus et égaux, alors les deux
cOtés opposés a ces angles sont inférieurs a un quart de grand cercle et égaux.

Théoréme XI : Si un triangle sphérique a deux angles aigus et inégaux et le troisiéme
angle obtus, alors le coté opposé au plus petit angle est inférieur & un quart de grand

cercle.

Théoréme X : Si un triangle sphérique a trois cotés inférieurs a un quart de grand
cercle, les deux angles opposés aux deux plus petits cotés sont aigus.

Théoréme XI : Si les cotés de I’angle A sont inférieurs a un quart de grand cercle, et
si le coté opposé a A est plus grand que 1’'un des deux autres cotés, alors la hauteur
issue de A est a I'intérieur du triangle sphérique.

Théoréme XII : Si les cotés AB et AC sont inférieurs 4 un quart de grand cercle et si
BC est supérieur a un quart de grand cercle, alors les angles C et Bsont aigus et

;1 est obtus.

Théoréme XIIT : Si les cotés  AB et AC sont respectivement égal et inférieur & un
quart de grand cercle et si BC est supérieur a un quart de grand cercle, alors les

angles C et B sont aigus et A est obtus.

Théoreme X1V : La somme des angles d’un triangle sphérique est supérieure a deux
angles droits.

Théoréme XV : Dans un triangle sphérique le plus grand angle est opposé au plus
grand c6té.
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Théoréme XVI : Si ABC est rectangle en B et si C est aigu, alors pour tout point D
du coté BC I'arc AD est inférieur I’hypoténuse AC et supérieur au coté 4B .Ona

la conclusion contraire si C est obtus.

Théoréme XVII : La somme de deux cOtés est supérieure au troisiéme c6té.

Théoréme XVIII : La somme des trois cotés est inférieure a un grand cercle.

Les quatre théorémes suivants donnent des résultats de trigonométrie sur les

angles complémentaires.

Théoréme XIX : Le sinus d’un angle droit est moyen proportionnel entre la tangente
d’un arc et la tangente de son arc complémentaire.

. - . T
Ce qui correspond, en langage contemporain a la relation : 1 = tan x tan (E - x)

Prenons la peine d’examiner la démonstration que donne Stevin.

Trroxeme. X1X. PRoroOSITION,

E fives d'un angle draie , off meyen proportiotiticl entre s
tanyoste dun arc posé , G la tangente de fonearc de com-
Ledonne, Sait AB C un demicescle, donr le cenrre
ct D,& BC le quart d'n
wtcle, dedans lequel CE F
eltunarc pofé, dont latan-
enie CF en BE fon arc
ﬁt complement , & duquel H
latangenee BG, & CD - =
nus de langle droit.
Lerequir, 1l faut demon-
firer que D C cft moyen
proportionne] cnge CF
k' Gl V

DemMonsTrRATION,

Lesdewx uiangles CFD, BDG, fom droits en C,
&en B, & Tangle FD C eltegal 4 langle DG B, par-
quoi les mncimes deux wiangles font femblables,&: Leuss
coftez homologues proportionnel;, qui cft:

Commec CFiCD,ainli DBi BG:
Mais CD clt cgalc 2 D 8, parquoi

Camme CF3 CD,aink CD i RG.
Tellement que CD ¢ft moycnne propornonnelle en-
we CF & BG.

Conclufion. Doncques Ic finus dun angle dioit, eft
moyen froportionnct entre la cangente dun ace poit,
& la rangente de fon are de complemeat: ce qual fal-
loit demonftrer.

L’arc en question est I’arc CE ; ’arc complémentaire est BE ; tanCE = CF ;

tan BE = BG ; le sinus de I’angle droit est le rayon CD.

Les triangles rectangles CFD et BDG contenant les lignes trigonométriques ci-dessus
sont semblables car leurs angles sont égaux deux a deux. Leurs c6tés sont
proportionnels, et on en déduit, en traduisant algébriquement les propos de Stevin :

CF _DB CF

CD BG CcD

proportionnelle entre CF et BG.

; puis CD = DB ; donc — = 2—2 ; ¢’est & dire CD moyenne
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Théoréme XX : Les tangentes de deux arcs sont alternativement’ proportionnelles
aux tangentes de leurs arcs complémentaires.

tanx _ tan(90°-y)
tany tan(90°-x)

Ce qui se traduit par

Théoréme XXI : Le sinus de [’angle droit est moyen proportionnel entre le sinus
d’un arc et la sécante de I’arc complémentaire.

Ce qui se traduit en langage contemporain par 1 = sinx ———
T
cos ( —— x)

La démonstration est du méme genre que celle du théoréme XIX.

Théoréme XXII : Les sinus de deux arcs sont alternativement proportionnels avec
les sécantes de leurs compléments.

sin x B sin (90° - y)

siny sin (90°-x)

Ce qui se traduit par

Deuxiéme partie : les formules

Dans cette partie, Stevin démontre plusieurs formules de trigonométrie
sphérique. Nous allons les présenter et détailler quelques-unes des démonstrations.

La formule des sinus dans les triangles sphériques rectangles

Théoréme XXIII : Dans un triangle sphérique rectangle, le sinus de I’angle droit est
au sinus de I’hypoténuse comme le sinus de I’angle oblique au sinus du coté opposé.

Stevin démontre ce théoréme en considérant les trois cas suivants :
1) Les deux cotés de I’angle droit sont inférieurs a un quart de grand cercle.
2) Les deux cotés de I’angle droit sont supérieurs a un quart de grand cercle.
3) L’un des c6tés de I’angle droit est inférieur & un grand cercle et I’autre
plus grand.
Il explique enfin qu’il n’est pas nécessaire de considérer le cas trés particulier ou
’un, voire les deux c6tés de I’angle droit est €gal & un quart de grand cercle, car alors
I’angle opposé est nécessairement droit ; et le triangle rectangle est alors isocéle, ou
équilatéral, avec deux (ou trois) angles droits ; le troisiéme angle est égal a son c6té

opposé.

5 Inversement
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Pour démontrer les deux derniers cas, il se raméne au premier en utilisant les
propriétés de la premiére partie, et le fait que par définition méme des sinus, deux
angles supplémentaires ont méme sinus.

Examinons la démonstration du premier cas.

"‘;: 1 Exemple avec deus coffes dnn angle drait, le finai de [angle cblique E A H, 2 finus de tou: colle
i ehavon plus pezie que v quart dun cerdle. oypoiite EH. o .
Jedorng. Soic ABCD cercle majeur d'unc fphere, iz Proparaziit, Sclrm.n'qu'.:‘lc poinct Lainfique Alcht
laquelle foitencores tiré un autre cercle majeus AEFC,  lewnnus duncerdde s Pus Fae G "lr_-.luc-] coupaat le
&la communc fedtion de ces deax cercles foitkae  eercle AEFC en Foal faur que AF fon aulhi Lo greare

- o . dun cerele 1 Soient trees matotenane Jes deux bgnes
" : LD decites EK, EL, aangle drou iur le plan da cadde
55 /"'“' ABCD, dtcavoir UK cumime s delare F I uaedt

delangle FAL ou EAH: it EE comme fimus e Lare
EH, quicit cotte oppolite de langte E A HL Puis apres
mplando cercle ALFC. les «.ic_u.\ hgoes dr_oitc:s F A,
EN, touees deax i tnple droic fuv Laxe AC. davoir
FM comme liaus de fare AF, gus eft de Fangle dione,
& EN comme linus de bare AE ctant Phepocheine
f2 2 Soient anfli rirces Jes deux henee droies KM,
LM Ordonc PM.EN,FK,C L. ﬁl;-»iﬁ..;u,zinli par
¢ udicles quiese ceroes de celte propolicion, & (Gavoit
les quaste tinus du titangle LHA: Comme Al
ws de Tangle droie , E N fs de ) bypothenute,
F iians de Facegte oblique . S EL finus de fon co-
fle oppelite, nous demunilirrons { pour plus m)}\lc-
weotdecarer le fuldu 164U, (IIC COTILE FMAEN,
mit FRALEL,
DEMONSTRATION.

8 Veu que FX, LT, funt toutes Jenx paralleles fur e
lan ducercle ABCIY, par La prepaavon, les toois
pigles ) X ML ELN . fone tous deux d anple diose

::. AC: AP[cs foic G Polc du cercle ABCD, duqud Jur Je ]'].:'! 'dll meie c:rcl:: ABCD, f&'kufs b.ll.t')'
pole elt ure l'are GH jufques au cercle ABCD, <o K.\I.l.:\l. s ponttaus aulh Par.nllclrs,«x 1 .uvi_;lg F'NL
pant le cercle AEFC en E: Ce quicftant ainfi, nous el alangle FMK: Apres,lesangles ELN, FRAM,
avorts nn triangle re@angle EH A, ayec deux cofte fosc it dleux droits, pat lequel audfli lcurs troitictris
E H, M A, qui compreuncnt langle deoit EHA, b, argles I, ¥, lontegaus & confequennment s'enluic qu il

ide  can plus pecit que le quart d'un cercle. it oz €e fosent wanyles femiblables. dout les coltez

- Ze requis, N faut dewmondleer, que comme le fnusde Bunelopuees ton proporaonncls quiett, comme FM

Yangle droir EH A,au finus de hypothenufe AE ainl N i K l.l."h-l\;ucls elb it par ordeces Hous
lefings des quazze (O TCY MIECRUONNCE €N la ~:'--iu'-li:mn.cu:n—
me ek plasamplemens Jdeviare en L prepaation., 1}
APECIT QUE comME le inus de Langle droit FM, aulinns
de I'!l.\'polhcnlllé N, amh LR s de langle obli-
que,2 EL faus de tun <ullt oppolie.

. . oo

La démonstration repose sur la figure ci-dessus, ou la sphére est vue de dessus. Pour
une meilleure lisibilité nous proposons une figure en vue latérale face au point 4,
réalisée avec Géospace.
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Le triangle sphérique rectangle est AHE rectangle en H. Il s’inscrit dans un quart de
demi-sphere de centre M. Les sinus des angles et c6tés de ce triangle, sont, selon les
définitions en vigueur a I’époque des longueurs de segments construits sur la figure

ci-dessus.
sind = sin(ﬁ) = sin(]*fll?]) =FK

sin(EH ) = sin(EMH) = EL
sin(/TE) = sin AME =EN
le sinus de I’angle droit est le rayon de la sphere MF.

Par construction, le triangle FKM est rectangle en X ; le triangle ELN est rectangle en
L ; les segments LN et KM sont paralléles car tous deux perpendiculaires au rayon
MA ; les segments FK et EL sont paralléles car tous deux perpendiculaires au plan du
grand cercle AH ; les triangles FKM et ELN sont par conséquent semblables et on en

déduit ™ = EN puis ™M = LS ce qui achéve la démonstration.

FK EL EN
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Examinons la démonstration du deuxiéme cas.
) : Comme leainus de Fangde droac D,

1 Exemple avee deax coffez d'an aﬂs/e dreit, Au finus de Mirpothenute A C;
chicnn plaes grasd quie be quare d s eerile. : Al te nus de Fanle oblujue ACD,
Tedomié. Suie ABC un wiangle fpherique dor I'an- At finus de Lon colté oppalite A D,
gle B oft drone . & les deus cetlez comprenant icelod, Mars le finus de 1, eft awtii Giwis de B, puis quily
comme AD, U B, fone chacun plus giand que le quare fonz vous deux draits,par b g conteguence de Lt pro-

potivoas Ll o de Tangle AC D, efi autli Iil{lmlc
Pangle A C 15 par la g contequencede Li 1 propoition:
Ecle icusde AD, clbanifinus de A Bopay la 2 den-
nuion de Lo fabenque des fnas § parqual.
Comune L 1w de Langke droie 8,
Auhirs & Yhypothenuic A G
Auwili le finus de Langle cblique ACB,
Au finus de ion colte uppetite A B.

dun cercle. Leregus. W Eaue demanitier que comme
le tinus de Fangle Jroir, an nous de Lhyporhenuie 2 C,
amtile gavs de Pangle oblique A C B, au finus de lon
coltcoppotice A B.

Prparanon. Suient prolungez B A, B C, jutquesd ce
gaiby lesenconcrent, e qui duiz en D.

DesMons TRRATION,

DAD & DC B fuint Jhacun an demicercle, & Fan-
geDeit egal 3 hanzle 1 par Loy conleguence de la
1 propdictoin , mass 1 angle

A

Belt duote. parguor bangle ¥ :
D cii drow aetliz Apres seu / B
que A3, BC, toot chacuin D /
l"]ltﬁ grand que lequared ua c—
cecchel faoe que AD, C,

frcnt chacun plus petie : Teliomens qucnows avoas
un soangle re€eangle A D C, done Langle D cit iz,
avee dens cotlez d'ul‘glr: drote ADLDC, qu fonr chi-
am plas petic : parquui parle 1 exemple de celke ro-
pulitiof,

Les cotés de I’angle droit du triangle sphérique ABC rectangle en B dépassent un
quart de grand cercle. Stevin prolonge ces deux c6tés et construit ainsi un deuxiéme
triangle sphérique ACD, rectangle en D dont les deux c6tés de I’angle droit sont les
supplémentaires des précédents, et donc inférieurs a un quart de cercle. Le résultat
montré auparavant s’applique au triangle sphérique rectangle ACD.

sin(D) i sin(C)

sin(;IE') B sin(;I_B) ’

On a donc dans le petit triangle rectangle en D

Mais, D = B en vertu d’une conséquence du théoréeme I de la premiére partie, donc

sin (B)zsin(ﬁ) ; les sinus d’angles supplémentaires sont égaux, donc
sin(@)=sin(ﬁ) ; sin(;IB)=sin(:4—l\3) ce qui achéve la démonstration du

second cas.
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Examinons la démonstration du troisiéme cas.

3 E :.-:m;;lr avee dewx cofivsdnv angle dreid,
Lo plis yetse | Lasere plus: graisd qus &
vt d'e cende,

Tedomaid Soit ABC du deuxictine cxemple an uian-
gle tjierigee, done Taagle Cattdinniclun desideus
cottez de Lugle dionzcomme A Co it plus pesst e
Je qraet dun cercle. Vauere, $Gavan G plusgrand,

Le reeas. 1 o densonthier, e conime Lo s
de largle drow & CB L anfinis delhypothenate a4 13
Aini Je titus de Pangle ubligque B, avions e fon co-
ne nl\Pt.-!llc AC. |

Praartizen, Soicnt RA, RC prolongez julques d ce
neutatrent e g it en D

quils K
DruoNsTRATION.

DAB & DCR fonr chacun na de nivercke parla
3 confeguence de la 1 propofizims: Lovea gie ban dos

coltez de Iangle deote A C, et plus praie goe leqnare

d un cercle . Taurre, 3 15avoir BC plus grand, 1 st
aue I hypothenule AB foie plus grande,par L 3 propo-
tucnzpuquut AR BC, eftane chacou plis yrand il
ficeue AL C D, toiont Jacus phs periz: Eelan-
oo ACD cllingdipic, i) Lait que Tangle ACD foit
aalhi deoic par la ¢ canlequence de it propofiaen:
Tellement que nous avons i un trianghe retangle
ACD, duurlangle C et droic. & les denx conpre-
nant icelm, chaain Jlus petit que le quustdun cendes
fazuoi pa le vexenple,

Conve le tinus de Lanzle ACD,

Au tinus de §hvpotheneie AD;

Asnbi e tinus de Langle oblique D,

A linis de fon colle oppelite AC.

Mais e tinns de ACD etbauhi s de Fangle ACB,
putis qu'ils fone ous dcux.dwiu.pm' Iac (n)lll';:!:lllclzx“t'
de la s propotioon: Ele fous de Hpothenle A D,
clb aufli tinus de A B par Ly 2 detimoen de bt febiigque
des s : Erle Goucde D A aulli fiausde B, pacla
3 contequence de Ly propolinian: parquois

Comme [e s delanel: drot ACH,

Autings de hepothenate A B

Amlile isus de Pangle oblique B,

Anlinus de fon cutte oppotize A C. )

Comluficn. Litane doneques un wangle tpkerigus

redbanghe: Conme le i delangle drove o e
Hul-m!\cnnﬁ: ainti le linus de Fangfe oblé ol
de ton cotte oppotlite: ve quil fallorr demuontiver.

....... n - e e e e

Pour démontrer le troisiéme cas Stevin
reprend la figure ci-dessus en supposant
cette fois que le triangle sphérique ABC

est rectangle en C; le coté BC dépasse

un quart de grand cercle et le coté AC
est inférieur & un quart de grand cercle.
Le triangle sphérique ADC construit
selon le méme protocole que dans le cas
précédent est alors un triangle sphérique
rectangle en C.

Dans ce triangle le c6té CD ,
supplémentaire de BC est inférieur 4 un

quart de cercle, le coté AC aussi. Ona
donc d’apres le premier cas,
sin(ACD) sin(f))
— = — ; mais par
sin(4D)  sin(4C)

ailleurs, sin(ﬁ)) = sin(ﬁ) ;
sin(;l_ﬁ) = sin(,@) ; sin(ls) = sin(l?’) ;

ce qui achéve la démonstration.

Formule des sinus dans les triangles sphériques quelconques

—_—

Théoréme XXIV : Dans un triangle sphérique le sinus du coté AB est au sinus du

coté AC comme le sinus de ’angle C au sinus de I’angle B

Stevin démontre ce théoréme en considérant les deux cas suivants :
1) La hauteur issue de 4 est a I’intérieur du triangle.
2) La hauteur issue de A4 est a I’extérieur du triangle.

Et il utilise le résultat précédent (Théoreme XXIII) démontré dans les triangles

sphériques rectangles.
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Examinons la démonstration du premier cas.
1 Bxemple o ls perpendicnlaire tembe En langage moderne cela donne °
dedans le triangte. Phid :
Te dennd, Soic A B Cun wiangle fpherique , comme sin (AB) sin (ADB)
il dvient, je prens finsaucenangle droie, dontle co- _

fté dextre foic A B, colté fencltre A C, anghe fenclhie T\ T~ dans le trlangle
sin ( AD) sin ( B)

C, angle dexeee B,
Terequis. N faue demonttrer.que

comme le tinus du cofté dextre AB, £t .
/\ autinus du coté fencftee AC, ainfi spherlque rCCtangle ADB >
. Wetmus deVanale fencitee C, an Bi- - (TA T~ A
c \( _,/'“' nus delangle Jestre B, sSin (AC) sin (ADC)
D Preparation. Soit tité I'are AD =
combant, je prens dedans le miangle ABC, 3 angl : - (A
droic fur C 1, i clt, pantitlant e medine triangle en sin| AD sin| C

deux etangles tectangles ADB, ADC. . L.
Dt M ONSTRATICN. triangle sphérique rectangle ADC.

Veu que Fangle D du uiangic AD B cft drois, je dis : (TP R) — R
pacraen -'lllcl'l%t‘ de lias proponuon: Mais sin (ADB) - SIH(ADC) Sinus
Comuie le tinus de Phypothenule AB, )
Autinos de AD; - de I’angle droit.
Ami e tinus delanele droit AD B,
Au anus de l'.\nglc%ppoﬁ(c de AD, quict de On a donc
- Lanate B Y Arre A VN S A3 (D
Apres. pu:s quelanale D duvingle ADC eitanf S (ADB) sSin (AD) =SIn (AB) sin (B) =
dioig, je dis par raifon il:erne de b 23 propolicion, que
Comme le tinusdel hypothenule A C, 1
PN P ce qui prouve le résultat.
Amitle tinus de Langle dvoir ADC,
Aulinus de Fanple oppolite de A D, qui cft Ian-
':;lc C. . :
Nous avons doneques ici deux proportions de fines
e ces tetmes
ABLAD, DB,
AC,AD, D.C
Ce qu eftant aindiJe reclangle comptins entre les ti-
mis de AD & Dyett epal ausectangle compons fousles
hinusde AB & Boautli tousles nnus de AC & C,parquoi
Pangle droiccompring fous les linusde AB& B eft eaal
a langle dewit compuns fousles tims de AC & C, &
leurs coftez font alternement propurtionnels,qui ctt,
Comine fe tinus de A,
Auimusde AC,
At le buusde C,
Auhnus de B,
Qui eft:
Conmme ke 11aws du cofté destee AB,
Au tinus du cotlé tencllre AC;
Auiti b s de Fangle fencitre C,
Aufinuy de Pangle dexae B

La démonstration est du méme type dans le deuxiéme cas.

dans le

Autres formules dans un triangle sphérique rectangle

Théoréme XXV : Dans un triangle sphérique rectangle en B, le sinus de I’angle
droit est au sinus de I’arc de complément d’un coté de I’angle droit comme le sinus
de l’arc de complément de |’autre coté de I’angle droit au sinus de I’arc de

complément de [’hypoténuse.
C’est autrement dit la formule (1”) du chapitre précédent a savoir : cos(hypoténuse) =

cos(cété) x cos(cote).
A nouveau, Stevin démontre ce théoréme en considérant les trois cas suivants :

1) Les deux c6tés de I’angle droit sont inférieurs a un quart de grand cercle.
2) Les deux c6tés de I’angle droit sont supérieurs a un quart de grand cercle.



65

3) L’un des cotés de ’angle droit est inférieur & un grand cercle et ’autre

plus grand.

Examinons la démonstration du premier cas :

1 Exemple avec deux coftes de Langle drait,
chacan plus perat que le quarg dnn carcle,

1e domné. Soit ABC un teiangle {pherique , do
Fangle B eft drvit. & les deux th»}lcz de I'angle com.
me A B, BC, clucun plus peric que le quare dun
cercle. )
tereqnir. 1l fant demondteer, que comme le faasde
Fangle drent . au lious de Tare de complement din
cofle de langle droit, je prens de CB.amii [c tunusie
Face de coplement delaarve cofté delangledroin AR
“arede cormplementde hypathennie AC

Preparation.Veu que Jos dezs
cnltez delangle droit AB RC,
font chacun plus petit qucl
guart d'nn ceccle, ol faocqu:
Fhvpothenatfe A C for ol
plus petite par l'a 3 proput-
tion @ parquoi fox prolongt

aufinusde |

audh bien CA ave BAL &8 Jwlongg 3ce s |

Jalent clucun le quare d'un cercle . ce qui loit CA
plpesd 2, C1 fulques 2 B, & BA julques 1F, puis
aptes [ prolomee de E par deflus 12 un arc julyuesd
e il fafle auth le guared 'un cercle, qui tf’mbcrz ne-
aflitement de € puques 3 Fpur la 4 conlequence de
by prop altion. .
DEMONSTRATION,
Venqae langle F B C eft droit, & que FE faitle
rae duncerele avdli bien que F I8, il faue que langle
FEC forc aufli drorr parka 2 conlequence de lay pro-
oiiion,  Apres , puis que C It le.qnan: duncer-
de, &que Jarc €1 cit mé*tur'L']-' . il_r.'\uz‘ que le mcf-
me,par la larcccdcnt_c confeqaenee, loita angle droit
fucicchu E F. & contequemmene fue Fangle C D F{oic
-+ parquoi par la 25 propoliion.
bo Cflon?nmlg finus Jcll'uuglc droic ADF,
Aufinus de Phypathenute AT,
Ainfile inus de Vangle oblique T,
Au finas de (on cofte oppotire A D.

Maislelinus de B E, eft finus de Pangle F parlaz de-
inition ¢ patquoi
i Con}:m:]lc finusdc Vangledrowc ADF,

Aufinasde Fhyputhenute A F;
Aifi fe finus Je B e,
Aofinusde AD.

Mais AF citate de complementde A B, & BE arc
& complzment de CB, & A D are de cumplement
de A C:parquoi

Commic le finus de I'angle dro’r,

Autinus de I'arcde complement A B;

A le finus de Tare de complement de CD,

Aufinus de I'arc de complementde A C.

Epataltene raon, )

Commc b= iinas de Fangle droie,

Audinns de l'are de camplement ducofté de an-
gedrow CB; '

Aini le finus de Tarc de complement de lautre
cofté de Vangle droir A B,

Au finus de Iaic de complement de Thypothe-
oofc AC.

Stevin prolonge chacun des trois c6tés du
triangle sphérique ABC rectangle en B de
sorte que BF , @, CE sont égaux a un
quart de grand cercle. F étant le pdle de

Parc CE il en déduit que FE est aussi
égal a un quart de grand cercle. Ainsi les

angles CEF et CDF sont droits.

I1 applique le théoréme XXIII au triangle
sphérique AFD rectangle en D.

sin(AII_)TT) sin(]?) sin(El\?)

sin(;I—I\?) sin(,@) sin(ﬂ))
qui achéve la démonstration, les arcs
AF , EB et AD étant les
complémentaires des cotés du triangle
ABC.

, Ce
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La démonstration des deux autres cas se fait comme dans celle du théoréme XXIII en
considérant le petit triangle rectangle « supplémentaire » de ABC.

Théoréme XXVI : Dans un triangle sphérique rectangle en B le sinus d’un angle
oblique est au sinus de l’angle droit comme le sinus de I’angle de complément de
I’autre angle oblique au sinus de I’arc de complément de son cété opposé.

Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante :

sin(;}) _ sin(90°—6’)

- = —— ; cela correspond a la formule (5°) a savoir
sin (90°) sin(90° - AB)

cosC = sin A cosc, du chapitre précédent.

Stevin démontre ce théoréme en considérant les trois cas suivants

1) Les deux angles autres que le droit sont aigus.

2) Les deux angles autres que le droit sont obtus.

3) L’un des deux angles autres que le droit est aigu, 1’autre obtus.
Il procéde comme pour le théoréme précédent. Dans le premier cas il sait, d’aprés les
résultats de la premiére partie que les cotés de I’angle droit, et I’hypoténuse du
triangle sphérique sont inférieurs a un quart de grand cercle. Il peut donc les
prolonger jusqu’a obtenir un quart de grand cercle. Il obtient la méme figure que
celle du premier cas du théoréme XXV ; il applique alors au triangle rectangle AFD
le théoréme XXIII. Dans les deux autres cas il considére le triangle sphérique

« supplémentaire ».

Théoréeme XXVII : Dans un triangle sphérique AEH rectangle en H le sinus de
I’angle droit est au sinus d’un cété de ’angle droit comme la tangente de I’angle
oblique touchant le cété de I’angle droit a la tangente de ’autre c6té de I’angle

droit.
Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante :

sin(90°) tan(;i)

— = ~—— ; cela correspond a la formule (2°”) du chapitre précédent, a
sin (AH) tan(EH)

savoir ici tana =tan Asine.

La démonstration est du méme type que celle du théoréme XXIII et se décompose en
trois cas. Pour le premier cas (les deux c6tés de 1’angle droit sont inférieurs a un
quart de grand cercle) il raisonne sur la figure ci-dessous. Une version moderne avec

Géospace est donnée.
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sin(90°) = MI
sin(jl_l-\l) = sin A/AZIT{ NH

tan(ﬁ) = tan(;i) =K

tan (E/—\H ) =HL
Le résultat découle du fait que les triangles NHL et MIK sont semblables.
Les deux autres cas sont démontrés a ’aide du triangle sphérique « supplémentaire ».

Théoréme XXVIII : Dans un triangle sphérique ABC rectangle en B le sinus de
I'angle droit est a la tangente de I'hypoténuse comme le sinus du complément de
I’angle oblique a la tangente du coté de I'angle droit touchant cet angle oblique.
Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante :

sin(90°) _ sin (90° - C)

— —~ ; cela correspond 4 la formule (2°) du chapitre précédent, a
tan(AC) tan(BC)

savoir ici tana =tanbcosC .

Théoréme XXIX : Dans un triangle sphérique ABC rectangle en B le sinus de
I’angle droit est au sinus de I’arc de complément de I’hypoténuse comme la tangente
d’un angle oblique a la tangente de I’angle de complément de I’autre angle oblique.
Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante :

sin(90°) _ tan(é)

L= — ; cela correspond a la formule (4°) du chapitre
sin (90° - 4C) tan (90°-4)

précédent, & savoir ici cosb = cot AcotC .
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Ces deux théorémes XX VIII et XXIX se démontrent comme conséquence du
théoréme XXVII et les démonstrations se font en considérant les trois cas habituels.

Formule des « cosinus »

Les deux derniers théorémes énoncés et démontrés par Stevin ont un énoncé plus
abscons qui fait appel au verse d’un arc ou d’un angle. Le théoréme XXX correspond
a « notre » formule des cosinus et le théoréme XXXI correspond & « notre formule

duale des cosinus.

Théoréme XXX : Dans un triangle sphérique, le rectangle compris sous deux sinus
de deux cétés est au carré du sinus du rectangle comme la différence des deux
verses, dont l'un est verse de la différence de ces deux cotés, l'autre verse du
troisiéme coté est au verse de I’angle compris sous les deux premiers cotés.

Ce qui se traduit en langage moderne par la formule suivante :
sin(ﬁ)sin(l’?&) verse(/q?f)—verse(/@—ggf)
sin (90°)Sin (900) - Verse(g)

des cosinus du chapitre précédent, comme nous allons le voir.

; cela correspond a la formule

Réécrivons la formule ci-dessus en utilisant les notations du chapitre précédent, et la
traduction moderne du verse. On obtient alors :

(l—cosb)—(l—cos(c—a))

| oon (E) , ce qui donne

sincsina =

sin ¢sin a —sin ¢sin acos(B) = cos(c— a) —cosb puis

cos b = cos ccos a+ sin ¢sin acos(B).

La démonstration de ce théoréme est longue; la figure, donnée ci-dessous, est
compliquée, du fait qu’elle doit faire apparaitre les lignes trigonométriques
mentionnées dans le théoréme. Seule la démonstration du cas ou les trois cotés du
triangle sphérique sont inégaux et inférieurs a un quart de grand cercle est présentée.
Elle occupe deux pages. La préparation de la démonstration nécessite neuf articles,

et la démonstration en nécessite trois.
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Théoréme XXXI : Soit un triangle sphérique ayant deux ou trois angles aigus.

1) Le rectangle sous les sinus des deux moindres angles est au carré du sinus de
I’angle droit comme la différence des deux verses dont l'un est verse de la différence
de ces deux moindres angles, et I’autre est verse de la différence du demi cercle et du
troisiéme angle, est au verse de la différence du demi cercle et du cété opposé a ce
troisiéme angle.

2) Le rectangle compris sous le sinus du plus grand angle et un des moindres est au
carré du sinus de I’angle droit comme la différence des deux verses dont ['un est
verse de la différence du demi cercle et de ces deux angles ensemble, et I’autre est
verse du troisiéme angle, est au verse du c6té opposé a ce troisieme angle.

Traduisons en langage moderne ces propositions. On appelle ABC le triangle
sphérique. On considére, comme le fait Stevin, que les deux moindres angles sont
ceux de sommets 4 et C ; le premier résultat se formule alors ainsi :

sin(:i)sin(a) verse(180°—l§)—verse(2—6')
sin (90°)sin (90°) - verse(180°—:4—5)
utilisant les notations du premier chapitre on obtient apres quelques calculs sans
difficulté cos(g) = -cos(;l)cos(a) +sin(:1)sin((j’)cosb .
Le second résultat se formule ainsi :

sin(ﬁ)sin(ﬂ) verse(a)—verse(180°—(§+;1))

sin (90°)sin (900) verse(]80°— ;I—B)

et si ’on traduit cela en

, ce qui conduit &

~

cos(&) = —cos(ﬁ)cos(§)+sin(;i)sin(B)cosc .
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On peut s’étonner que Stevin énonce ici deux résultats, qui correspondent pour nous
a une seule formule (en réalité trois déduites les unes des autres par permutation). Il
ne faut cependant pas perdre de vue que les différences mentionnées dans ces
théorémes sont nécessairement des différences entre deux quantités, la premiére plus
grande que la seconde. D’ou la nécessité de distinguer des cas.

Stevin attribue ce théoréme a Philippus Lansbergius. (Ce théoréme que je transforme
selon mon style ordinaire est inventé par le trés docte Seigneur Philippus
Lansbergius)

La démonstration occupe trois pages et s’appuie sur la figure particuliérement ardue
donnée ci-dessous. Elle nécessite dix membres (résultats liminaires) et utilise le

théoréme XXX précédent.

E

Troisiéme partie : résolution des triangles sphériques

Dans cette partie Stevin donne des exemples de résolution de triangles
sphériques. Il procéde avec méthode, considérant dans un premier temps la résolution
de triangles sphériques avec un angle droit, puis dans un second temps la résolution
de triangles sphériques avec un cété droit, et enfin il envisage la résolution des
triangles sphériques quelconques. Un triangle a trois angles et trois cotés ; ces six
nombres sont appelés termes par Stevin. Il montre que dés lors que I’on connait trois
des six termes d’un triangle, on peut trouver les trois autres.

Pour faciliter la lecture il utilise une notation trés astucieuse de ses figures.
Les trois termes connus (coté ou angle) sont codés a I’aide d’une des trois lettres R,
K, ou G ; R signifie que le coté ou I’angle ainsi codé est droit (rectangle) ; K signifie
que le c6té ou I’angle ainsi codé est aigu (klein veut dire petit) ; G signifie que le coté
ou l’angle ainsi codé est obtus (grand). Les membres connus sont repassés en

pointillés sur la figure.
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Va triangle (pleriqas , avee deny wngles
cogmns , Tunt drott L asitre stga . ¢ un goité
vognu de Langle droiv , plus grand que le
quart duni cercle ; & Poppofive de 'angle Q é
aigu cogny.

Celle bricfvett entre aurres, fervira de beaucoup
quand on veoe trouver pac les trois wemes cognus d'un
triangle. les autres rrois,ou un diccux: Car tels cri:mglcs
maruez, 5'affemblecont ¢f apres comme en une table
appellce tndice des Triangler , d’antant que pariceluiona
une adrelle pout trouver facilement cn cefte 5 partie un
femblable exemple quien veur imiter, fans qu'il faille
charger ou troubler lefpric d'aucunes des precedentes
rcig!cs; Lequel tudice des Triangles lera plus amplcmcn:

- deferie & declasé dlafin de celivre.

Lestrons tennes cagnus, dit en general , fonr de ce-
fte qu.dirc.

A

7N\
C L\,)B

En laquelle figace,felon plus ample declaracion faice
i L Note dv la 22 propofition, Fare poinéte delangle
C fignific I'angle oblique doung, les ares poinétez A B,
AC, lignihent lus deus coftez cognus comprennan
Fangle incognu A: Mais B el Fangle incogouqui tow-
che e cofté incognu BC: Ee veu que ciapresil now:
faudea fouvent nommer ces quaree termes C, A B
A C, B, pour labriefvete nous les denorcrons parle
fufdites lecees A, B, C.

Il conclut cette partie par une table récapitulant tous les cas possibles et qui renvoie
aux pages du livre dans lesquelles sont traités les exemples correspondants.
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DES TRIANGLES SPHERIQVES,

TRIANGLES SPHERIQVES DV
AVEC

PREMIFR MEMBERE
rectangles coguus dorinex.

Pige 2 le 1 cxemple de laja propo-
fidon,

Page 51 le 2 cxemple de la 52 propo-
fiion.

Pige 53 e 3 exemple dela 32 propo-
fuion.

By g Te g exemple de 1a 32 propo-

fison.

Pige 55 le 1 exemplede la 33 propo-
fuion.

Page §5 lczexemple de Ja 35 propo-
fution,

Page 55 e 3 exemple dela 35 propo-
fition.

P i7 le 1exemplede la 3.4 propo-
fion. :

Psge 7 le 2 cxempledela 34 propo-
fwion.

Pige 57 le; exemple delag4 propo-
fion.

Page 58 le 4 exemple de la 34 propo-
ficion,

Pyt 19 le 1 exerple dela 35 propo-
firion,

Pige ¢9 le sexcrople de la 55 propo-

fition,

Page 61 Je 1 cxemiple de la 56 propo-
fidion.

Page 61 Te 1 exemple de la 36 propo-
fizion.

Pye 61 le 3 exemple dela 36 propo-
fition.

BB

{87
)

/ P\G\
AN

E

e

Page 61 le 4 exemple dzla §6 propo-
fitton,

Page 64 lc1exemplede la ;7 propo-
fuion.

Page €4 lea excmplede las7 propo-
{ition.

Page 64 lesexemple dela 57 propos
fition,

TRIANGLES SPHERIQVES DV

DEUXIESME MEMBRE

AVEC Uunr

coft cogunt dumnd de 9o degr. funs

au3le drois cogun.

Page 66 le1exemplede l238 propo-
fition.

Page 66 12 tcxemple de la 38 propo-
fition.,

Page 67 Jezrexemple dela 38 propo-
fition.

Page 67 lg1exemplede 12 38 propo-
Gion.

Page 67 lc yexeniplede la38 propo-
ficion.

Page 68 le gexempledela3sd propo- |

fizion.

Page 68 legcxemple dela 38 propo~

{ition.

Pagc 68 le gexemple dela 38 propo-
frion,

Page 69 lc6cxemplede 1248 propo~
fition.

Page 69 le 6 excmple de la 38 propo-
fuion,

Page 69 leyexemple de [a 38 prope-
fition.
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1H. LIVRE DE LA

88
3§ Page 69 le7 exemplede 1a's8 propo-
Jicion, .
q‘f Page 70 leSexemplede la 38 propo-
lition. .
lf' Page 7o le8cxemple dela38 propo-
fition. .

$ Page 71 ley exemple dela 38 prapo-
ficion,

.Page 71 le gexemple de 1238 propo-
firion.

9 Q Page 71 le 10 excmple de la 3S pro-
poficion,

TRIANGLES SPHERIQVES DV

TROISISSME MEMBRE SANS RECTAN-
gle cogng donné ou coflé de o deg.

Page 72 dlajs propofition,lifespre-
micremenren l172 page Fadvertif
fement general declarane quel ex-
emple il faut fuivre.

et

Page 78 ik 40propolition..

Page 8o a la 41 propofition.

Page 81 dla 42 propofition.

Page 84 ala 43 propofition.

Page 3¢ le rexemplede la 44 propo-
fixion.

Page 85 le1exempledela 44 propo-
licion.

Page S5 lc 1 exempledela 44 propo-
frtion.

Page Sg lezexempledela 44 prope-
fiion.

COSMOGRAPHIE

L'VSAGE DY PRECEDENT INDICE
DES TRIANGLES SPHERIQVES.

S Oicnrad trouver un ou pluficurs termes incognus de
ce rriangle ABC,donr I'angle B fait 95 deg. C o
deg. AC 6o deg. Lequel B citanr un angle droit, &
A Cun cofté plus petit que le quart duncercle, & C
un angle aigu , je mets d Fangle droit fa leste fign-
fiante R, fur A C la lerrre K, &4 Jautre angle bk
(fignibianc plus peric pour Jes raifons dies ailleurs)
comme on vuit. Or veu que
ceci eft un wiangle rectanglr,
jc cerche e fewblable au 1
membre de l'indicedestria.
ules, le rouvant lile $ e
‘otdre,00 je voy qu'un &n.
B bldble fera trouveen ha ¢y
page au 1 exemple de g4 pro.
pofition, parquoi icelle operation fuivic, on vient 10
requis. Etainfi avee tous antres. Notez encoresquen
tous les exemples des triangles re@angles, cotme ceus
du premier membre, nous avons denoté aogle drot
avec B, A C fignific par toutIhypothenute,AB & BC
font coufiours cofltez de l'angle )Twir : Mais s'il adve-
noit 4 quelqu'un qu'il falluc trouver Jes termes inco-
Fnus d'un eiangle marqué avec d aucres lertres, onavec
es melmesaurement mifes, il pourrait 2u fiew dicen
{pourne troubler I'efpric de diverfes lettres d'unemel
me fignificarion; mertre B d langle droit, A, enhan,
C au wroiliefme angle. Ec fi Fangle droic du riangle
donn¢ cftoit 4 k2 main fencltee , on le pourroie roume
jufques 3 ce quil vine 4 la main dextee. Ou bienmar
quer un aptre riangle de telle difpufition comme il et
aux exemples. .

Ce que nous avons dit ici du triangle rectangle,
sentendea aufli des autres triangles fns angle diok
cognu , comme ceux du @ & 5 membre , léiqucls o
pourra roufiouss marquer avec des leteres, & rememe
comme font les exemples imitables dans le livee, &
alors fuivre I'operation non feulement de mot 4 m,
mais aufli de letere 4 letree.

Quancd cequedela 40, & 41, & 42 propofition,
eoutes les diverles fortes quis'y peuvenr rencontrer,ne
foot delcrices chacune en particulier commec des auns
propolitions, cela a efte kide comme neftant poin
necellaire, Dequoi pour en parler pat exemple, quel-
qu'un pourroit dire ainfi: Rencontrantun criangle de
11 qualieé de la 4o propofition, en laquelle cftant s
cxemples, que fgay-je loquel des trors je fuiveai prcd
migrement pour trouver les termes incognus @ Lidef
fus je dis que qucl excmple destrois quon peenie, o
viene au requis. Comime par (imilicude je fuive let
exemple, avee lequel eftanc venu en la prepararion 1
dernicr de Fordre, il y a efcric 5'il faut que je cont-
nut Poperation avec icelui 1 exemple , ou avec les,
ou 3. Parquoi le refte acheve avec tel exemple, com-
me il me fera demonlieé, je viens au reqais. Maisfi e
commencois d fuivre premicrement un des aucresdeus
cxemples , jy erouve aufli d la fin de 2 preparation
{emblable adventiflement. Le mefme fauc-tl auflien-
tendre de la 41 & 41 propofition,, 13 o aux prepan-
tions il y a rels advettillemens,

APPLE
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Il n’est pas question ici de traiter tous les exemples proposés par Stevin. Nous
allons en choisir trois, un par partie et présenter en détail la résolution de Stevin. Ces
mémes exemples sont présentés dans le chapitre précédent et résolus avec les
formules modernes. Les résultats donnés par Stevin sont les mémes que ceux obtenus
avec les moyens modernes, a la minute d’angle prés.

Le cas des triangles sphériques rectangles

Le chapitre traitant des triangles sphériques rectangles se décompose en sept
propositions selon les deux termes connus du triangle, en plus de I’angle droit. Pour
chacune des propositions il passe en revue tous les cas de triangles sphériques
rectangles pouvant se présenter et donne un exemple de chacun de ces cas, qu’il
résout en présentant sous forme d’algorithme les calculs. Enfin il démontre la
proposition, et justifie par la-méme les réponses données dans les exemples, en se
référant aux théorémes de la partie précédente.

Dans la proposition 32, sont supposés connus I’hypoténuse et un coté de ’angle
droit.

Dans la propesition 33, sont supposés connus les deux c6tés de I’angle droit.

Dans la proposition 34, sont supposés connus I’hypoténuse et un angle oblique.
Dans la proposition 35, sont supposés connus un angle oblique et son c6té opposé.
Dans la proposition 36, sont supposés connus un angle oblique et son c6té adjacent.

Dans la proposition 37, sont supposés connus les deux angles obliques.
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Examinons le tout premier exemple donné par Stevin qui illustre un des cas de
la proposition 32.

Prostsus I. ProrosiTion XXXIL Norsz
S Cangle drait Sun triangle [pherique retaugle, - ) . o )
E‘::' r‘ﬁ;‘:bm:gﬁ » G coffé de l’gaglcdnic : Tmmrl; Au licu de T'operadion ci defliss on pourroir parla
troificfime coffd & les anres deas; angles. 1§ %;opt‘;-n on d:!rc ainfi, .y
Les trois termes cognits fc peuvens reacoatrer de I’-"r '-"“-: ;l?{“ ;complcmcm ucoftede g
uatre diverfes forces: angledroit AB 704
cesq Donne le finus de I'are de complemeac de
I'hypochenulc A C 6418,

Combien le finus de Pangle droit 100002

I 'z 3 4
4 Viene finus 7385
Dont larc 47 deog.36.
R} R Souftraitde 90 deg.
Refte pour fa requife BC 41deg, 24.

Lefquelsrecevans quatce divesfes fagons d:jemion. Ce qui cftantainfi, quelqu'un ponrroit penler pout-
ef.

nous meterons de chacun un exemple part ?uol op a prins la premiere operation au licu de cefte
cconde, onau licu de pluficurs autces opesations,dont

L. Exemple dn 1 "f‘”Sl‘d‘“gff“ﬁ’é‘ nous parlerons plus amplement en I'Appendice , pac
. 4 IP p! PPe P

' lefquelles le mefme coftc requis B C fe peut trouver 2

La railon el relle: Enla premiece operation il yamul-

) riplication du premicr terme avec la troificfine, 4 fga-
voir 8704 avee 15557 : Exen la feconde operarion,di-

vifion , 4 fgavoir 64380000 par 8704 : Mais veuqu

Le downé, Solt ABC un multiplication n'eftpas fi dificile que divifion , pour-
wiangle fpherique, done lan- tant la premierc operationa efté choilte au licnde
gle Beft droit, & Ihypothe- fecunde, ou aucune autre.
nufe AC fair 50 degr. mais Et cc 'que nous avons dit ici du premier esemple,

> 4 Z" ","g'n"}P‘ wouver | ‘sentendsa suffi de tous les fuivans, 15 out chacun rerme
e e vl raglels wowars i
" autres deur angles A, C. une muldplication: Et cela non fculgrncn: au ma.ﬁ
re@angle , mais aufli au le oblique avecunc
Oeeration dego §cg. Aulli i chacun dcsgcux wxiangles teangles,
Invention dac o BC. i:;fqucls fe partit le triangle oblique, pour en woura
. . tcrmes incogous.
Sinvs de l'angle droit 10000. - .
Donne lc finus de are de complement du Invention de Pangle A.
cofté de Fangle droic A B $704. ’
Cambienla fecante de AC 15557} Le finus de I'angle droit 10900,
Vient La fecanre 13541 Donne l2 tangente de l'hypothenufe A C gk,
Dontlarc pour la requife BC 4rdeg24. Combien la rangente de [arc de comple-
mentdec AB 176702
Vient fa fecante 1065
L'arc d'icefui pour Langlc requis A Grdeg 35
Tavention de Fangle C.
Le finusdc {angle droic 10008,
Donne la fecante de I'arc de complement de
I'hypothenufe A C 3054
Combicnle inasde AB 94
Vicne le finus [TH Y
L'arc d'icelui pour I'angle requis C 4odeg.

¢ . TR - “.r

Le triangle sphérique ABC est rectangle en B ; ’hypoténuse AC vaut 50° ; et le coté

//173 vaut 29°30°.

Premiére étape : calcul du coté BC
Stevin propose deux solutions qui utilisent le théoréme XXV, c’est-a-dire I’égalité

sin(90°) _ sin (90°—§é)
sin(90°— E;I) B sin (90°— /Té) .




76

Pour I’'une des démonstrations, il utilise en plus le théoréme XXII assure que
sin (90°-1’3?:) sec(fé‘) sin (90°) sec(:fiz’)

— = ——. D’ou il déduit que = —— puis que
sin(90°~4C)  sec(BC) sin(90°~BA)  sec(BC)
— sec(50°)><sin(60°30') )
sec(BC ) = - et ce calcul ne nécessite qu’une seule
sin (90°)
multiplication. Voici les résultats :
sin(90°) = 10000 Sinus de I'angle droit 10000.
sin (900_ 1’3‘:4) = 5in(60°30°) = Donnc' le ﬁ}ms de l'nfc de complement du
cofté de l'angle droic A B 8704.
8704 (.‘.ambicnrc lafeaantede AC 155572
=\ = 0y — Vieac la (ecante 13545
SCC(AC) sec(50°) = 15557 Dontlarc pour la requife BC 4rdeg.1q.
scc(EE‘) = 13541
BC =42°24

Stevin fait remarquer en note que 1’on aurait pu trouver BC en utilisant seulement le
théoréme XXV ; on aurait trouvé le sinus de son complément ; mais cela aurait
nécessité de faire une division, opération plus délicate que la multiplication

mentionnée ci-dessus.

Deuxié¢me étape : calcul de ’angle 4
sin(90°) Sin(90°— A)

Le théoréme XXVIII donne k= ——= ; les théorémes 19 et 21
tan(Ac) tan(AB)
By _ _ sin(90°) tan(90°—AB) -
permettent d’améliorer ceci et d’obtenir = — et d’en déduire
tan(AC) sec(A)

sec( ;1) a I’aide d’une multiplication simple. Voici les résultats :

sin(90°) = 10000 Le finus de I'angle droit 10560,
tan (2_5) =tan(50°) = 11918 Donne la tangente de Lhypothenule A C 11918,
. Combicn la cangente de larc de comple-
tan (90°- AB) = tan(60°30°) = 17675 ment dc A B 1762
- Vient fa fecante 11065,
sec(4) =21065 L'arc d'icefui pour 'angle requis A Grdeg i
A4 =61°39 T
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Troisi¢me étape : calcul de ’angle C
La formule des sinus permet de conclure, et le théoréme XXI permet de simplifier le

sm(//l—l\i’) sin(;lz)_ sin(90°)

sin(C) ~Sin(90°)  sec (o040 , d’ot le résultat a

calcul de sin(a) .Ona

~

’aide d’une multiplication. On connait sin(C) et comme AB est inférieur & un

quart de grand cercle, on sait par le théoréme II que C est aigu, d’ou la valeur de C.
Voici les résultats :

sin(90°) = 10000 Le finusde Fangle droic 10000,
wolo0r- ) = sec(d0) = 13054 | Dopmelafiomieds uedecomplemancde
sin(4B) = sin(29°30°) = 49242 Combienls finus de A B pirs
sin ¢ = 6428 L'arc d'icelui pour 'angle requis C 40 deg,
& =40°

Le cas des triangles sphériques avec un c6té droit

Une seule proposition dans ce chapitre : la proposition 38 qui suppose connus
en plus du c6té droit (c’est & dire égal a un quart de grand cercle) deux autres termes.
Stevin considére alors 17 types de triangles.

Dans les exemples 1 a 4 sont supposés connus 1’angle opposé au coté droit et un coté.
Dans les exemples 5 a 6 sont supposés connus un angle adjacent au c6té droit et son
coté opposé.

Dans les exemples 7 a 10 sont supposés connus un angle adjacent au cdté droit et son

cOté adjacent.
Dans les exemples 11 a 14 sont supposés connus un angle adjacent et ’angle opposé

au c6té droit.
Dans les exemples 15 a 17 sont supposés connus les trois cotés.
Le cas ou seraient connus les deux angles adjacents au c6té droit n’est pas étudi€ ici.
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L’exemple 1 présenté par Stevin est le suivant : AB =90° ; AB =68°37" et ABC
68°17.

Stevin construit le grand cercle CD de pole 4. Le triangle sphérique rectangle BCD
posséde trois termes connus (I’angle D droit, I’angle DBC complémentaire de

ABC etle coté BD complémentaire de AB ). Ce type de triangle a été étudié dans
la proposition 36 de la partie précédente.

Le donné. Soic B B C un triangle (pherique , dont
lecolt¢ AC fait 9o deg. AB 68 deg. 37 ©, & l'angle
ABC68deg.27@. -

Le requis. 1 faut trouver le rroifie(me cofte BC, avec
J¢s autres deux angles A, ACB.
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Détaillons la démarche de Stevin.
Tout d’abord le triangle rectangle BCD a un angle obtus et un c6té aigu; alors

I’angle C est nécessairement aigu (théoréme II) et I’hypothénuse et le troisiéme coté

sont nécessairement obtus.
Dans BCD, par le théoréme XXVI (c’est-d-dire notre formule (5’)) on

. sin(}.’}) sin (90°—-6‘) sin (90°) sec(ﬁ))
. sin (900) ) sin (90° - 1?5) sec(90° - Z?) ) secC

, ce qui peut s’écrire aussi , Ce

qui permet d’obtenir secC par une multiplication simple, puis C par les tables. On

en déduit ’angle ACB du triangle ABC. Voici les résultats obtenus :
Invention de langle A CB.

Sinus de 'angle droit 106063,
Donne {ecante de Varc de complement de

ABC 107L
Combicn la (ccante de l'arc de complement

de A 107391
Vicne fecante 1§46,
Larc d'teclle 30 deg,
Souftraic de godsg,
Relte pour I'angle requis ACB Godep.

Dans BCD, par le théoréeme XXVII (c’est-a-dire notre formule (2’’)) on
sin(90° B — —_ ~

(A) = tanﬁ d’o on déduit tan(CD) puis CD, c’est-a-dire A4
sin(BD) tan(CD)

nécessairement obtus. Voici les résultats obtenus :

a

Invention de Pangle A.

Sinus de I'angle droic focos,
Donne finusde l'arcde complementde AB - 3646,
Combien tangentede l'angle ABC 3§50
Vient angente 9131,
L'are dricelle 4t deg.qs.
Souitrair de 180 deg.
Refte pour Langle requis A 137 degasn,

Dans BCD, le théoréme XXVIII (c’est-a-dire notre formule (2°’)) on a
sin(90°) _ tan(BC) sech _tan(BC)

, Ce qui peut s’écrire — —~ = ——=, d’out on déduit
sin (90°) tan(BD)

~

sin (90° - B) B tan(B/B)

Zi_C\' nécessairement obtus. Voici les résultats obtenus :
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Invension du coff¢ B C.

Sinus dc Mangle droie 10009,
Donue la fecante de | angle ABC 27224
Combicn rangente dc ! :mr'lc dec complement

de AB 30162
V;cut tangente 10661,

Larc dicclle 46 deg. 0.
Souttrait de 180 deg.
Rette pour le requis BC 133deg. 10,

Le cas des triangles quelconques

La partie concernant les triangles quelconques se décompose en six
propositions :
Proposition 39 : Sont supposés connus deux c6tés et un angle non compris entre ces
deux cotés.

Ce cas reléve de la formule des sinus. Stevin donne et démontre 12 régles permettant
de donner, selon la nature des termes connus du triangle, le nombre de solutions au

probléme (une ou deux).
Stevin suppose connus I’angle C etlescotés b= AC etc= AB.

Régle I : Sil’angle C était aigu et AC
plus petit que AB, I’angle B sera
seulement aigu.

AD est perpendiculaire a BC en D. L’arc
AD est inférieur a 90° et ’angle B
aussi.

Reégle II : Sil’angle C était obtus et AC

plus grand que AB, I’angle B sera

seulement obtus.

AD est perpendic{llaifé 2 BCen D. Larc
AD est supérieur a 90° et I’angle B
aussi.

Reégle III : Sil’angle C était aigu et AC
plus grand que le quart d’un cercle et AB

pas plus petit que la différence entre AC OB
et le demi-cercle, I’angle B sera C et D sont diamétralement opposés.

seulement obtus. L’arc AE est perpendiculaire a8 CD en E.
L’arc AB est plus grand que 4D . Les
angles D et B des triangles rectangles

ADE et AEB sont aigus. Donc ABC est
obtus.




Reégle IV : Si l’angle C était obtus et AC
plus petit que le quart d’un cercle et AB
plus petit que la différence entre AC et le
demi-cercle, I’angle B sera seulement
aigu.

Regle V : Si AC était égal a AB, I’angle
B sera seulement égal a C.

Régle VI : Si le triangle n’est pas [ 'un
des cing susdits, et que l’angle B par la
construction fut trouvé droit, il y a
seulement cette solution.

Régle VII : Si le triangle n’est pas un des
six susdits, il y aura deux solutions.

Régle VIII : Si AC faisait le quart d’un
cercle, et que l’angle B par la
construction fut trouvé oblique®, il aura
deux solutions.

Reégle IX : Si l’angle C était aigu, et AC
plus petit que le quart d’un cercle, et AB
plus petit que AC, et que I’angle B par la
construction fut trouvé oblique, il aura
deux solutions.

Régle X : Sil’angle C était aigu, et AC
plus grand que le quart d’un cercle, et
AB plus grand que AC, et que I’angle B
par la construction fut trouvé oblique, il
aura deux solutions.

¢ non droit
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dessus.

Le triangle sphérique 4BC est « isocele »
et a dons deux angles égaux

Le triangle sphérique 4BC est alors
rectangle en B

Cette régle se démontre en considérant
les cas de triangles ne relevant pas des
regles [ & VI ; c’est ce qui constitue les
regles VIII a XII.

L’arc AD est perpendiculaire au demi-

cercle CE. Les arcs AC et AE valent
90°. Les angles de sommets C et £ sont
égaux. Les deux triangles ABC et AFC

ont en commun ’angle C etles cotés b =
AC etc=AB = AF .

Les deux trianles }1735% AEC ont en
commun [’angle C etlescotés b= AC
etc= /T[? = ZE :

Méme démarche et méme conclusion que
ci-dessus.
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Reégle XI : Sil’angle C était aigu, et AC
plus grand que le quart d’un cercle, et
AB plus petit que la différence entre AC e
et le demi-cercle, et que I’angle B par la L’arc AE est perpendiculaire au demi-
construction fut trouvé oblique, il aura  cercle CD. Les deux triangles ABC et

dewx solutions. AFC ont en commun I'angle C et les
cotés b= AC etc= AB = ;177

BB

Reégle XII : Sil’angle C était obtus, et
AC plus petit que le quart d’un cercle, et
AB plus grand que la différence entre AC
et le demi-cercle, et que ’angle B par la
construction fut trouvé oblique, il aura S

deux solutions. 1

Méme conclusion que ci-dessus.

I1 présente ces douze régles sous forme d’un algorithme tres parlant. Le schéma en
est donné en annexe en format paysage pour gagner en lisibilité.

Proposition 40 : Sont supposés connus deux cotés et I’angle qu’ils contiennent.

La encore Stevin utilise la hauteur issue d’un des angles inconnues pour résoudre le

triangle.
Proposition 41 : Sont supposés connus deux angles et un c6té non compris entre ces

deux angles.
Proposition 42 : Sont supposés connus deux angles et le c6té compris entre ces deux

angles.

Proposition 43 : Sont supposés connus les trois cotés.
Stevin utilise le théoréme XXX pour trouver un angle.
Proposition 44 : Sont supposés connus les trois angles.
Stévin utilise le théoréme XXXI pour trouver un coté.

Examinons ’exemple 1 proposé par Stevin pour illustrer la proposition 39.
Le triangle sphérique ABC est tel que : AC =50° ; AB =81°19° ; C = 40°.
Ce triangle reléve de la régle 1 car C est aigu ; AC est plus petit que AB ; Stevin

en déduit qu’alors B est nécessairement aigu et dans ce cas, un seul triangle répond
aux contraintes.
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1. Excmple du triangle de la 1 & 2reigle.

Le douné. Svit ABC un triangle {pherique, dont
langle C faic 4o deg. le colte AC 5o deg. & AB S
deg19 1 T

SI”,r requis. 1 faut trouver lc troificline cofté BC, avee

les aurres deux angles CAR, B,
Preparation. Je voy premicrement {ous quele regle
ap m'tlcnrcctrun?!c,
&'.Yc trotvant delat
reigle, je tire Farc AD
dedans le triangle, 1
angle droirt fur QB , ’&:
ainli j'ay un riange
rectaugle ADCaves
trois rermes cagnus,
ar iceux cerchéslecos
fté de fonangle droit
AD par la 34 propor
fition, il fe crouve de
19 deg. 50 33 Tellement que ADBD cht mauucr"lm!
anlli un crianele re¢tangle avec trols termes Cognus.

Détaillons la démarche de Stevin pour résoudre le triangle de I’exemple 1.

Il trace la hauteur 4D du triangle, située nécessairement a I’intérieur.

Dans le triangle rectangle ACD, grdce au théoréme XXIII, il calcule AD ,
nécessairement aigu.

Puis dans le triangle rectangle ACD, dont on connait deux cotés et deux angles, il

calcule grace au théoréme XXV le coté CD.

sin (90°) sin(90°—CD) sec A0 .

= ——=———,d’ou CD.
sin(90°-4D)  sin(90°~4C) secCD

11 calcule de méme le coté BD dans le triangle rectangle ABD et en déduit BC par
une addition.
I1 calcule les angles CAD et BAD grace au théoréme XXVIII et obtient BAC par
une addition.

Enfin il calcule I’angle B dans le triangle rectangle ABD. La formule des sinus est
plus agréable dans le triangle rectangle que dans le triangle ABC.
Voici ses réponses.
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Invention dn coffé B C.

Premierement ayane kait Lt preparation
comme deflus, je tronve le colte DC du
tangle rettangte ADC, parlasa pro-
polition, de srdeg 24
A wengadjouttele cote DB duerianglere-
d@mgle AD B, qui e trouve , pacla 32
rwl;uliuon ,de . 8o :fcg‘. 1.
[oa: eplemble pour lecoft tequis BC - naadeg 24,

invention delangle C A B,

Premigrement ayane it la peeparation

comin detlits,jc trouve langle CAD du

wangle cetangle ADC, parla sz pro-

pulitton, de 61deg.39.
Acees adjoulte Fangle DA B du mangle

reckangle ADB, qui fe rouve, par la 5z

Pmpqiltiou, de 8¢ dcg. 3
Foit cnlemble pour Pangle requis ADC 146 deg. 4.

Invention de Pangle B.

Premiccement ayane faie La preparation
comme deifis , je trouve Pung\c B du
rriangle rectangle ADB, pacla 32 propo- -
finon, qui cft i\uﬂj l'a‘t-\glc rmluis‘, de 19 deg. f3

[RCIC IR
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Utilisation de la trigonométrie
sphérique en navigation

Des exemples de Stevin (1548-1620)

Les exemples suivants sont extraits d’un traité¢ de navigation publié en 1605
pour le Prince Maurice de Nassau et 1’école du génie de Leyde crée par le Prince. On
les trouve précisément dans le livre IV De [’histiodromie ou cours des navires pages
144-147 (traduction de Girard, édition 1584). Stevin utilise le vocabulaire suivant :
un grand cercle, ou cercle majeur sur une sphére (la Terre en I’occurrence) est un
cours droit ; un rumb, ou loxodromie est un cours oblique.

Naviguer a cours droit consiste & suivre une route maritime équivalente a un
grand cercle : la distance parcourue est alors minimale. Naviguer a cours oblique,
c’est naviguer en conservant un cap constant : I’angle que fait la route maritime avec
le méridien du lieu reste fixe. Les loxodromies ne sont pas des cercles.

Toutes les mesures sont exprimées en degrés, minutes, secondes.

Premier exemple : le triangle de navigation

Stevin énonce dans son livre IV une proposition I en ces termes :
Etant donnés trois termes de deux lieux, c’est a dire trois termes parmi les six
suivants :
I Angle de position direct du premier lieu au second
1l Angle de position directe du second lieu au premier
11l Différence des longitudes
1V Latitude du premier lieu
V Latitude du second lieu
VI Distance des deux lieux
trouver les trois autres termes.

Stevin résout un exemple, accompagné d’une figure.
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ProrostTion I

E Stans donnes. trois terines de deus liews: , affvoiy trof a1
rwcsdes 6 [uivans : comune,
1. Angledepofition durec® Au prenier licu, au fecord.
VY. Angle de pofition dired dd fecond licw, an premur.
V1L, Difforence dis longirudes.
LV, Latinde du premacy licu.
V. Latitude du ficond lizu.
VL Diffance des dewx leux.
Trouver lestrois ansres rermes,

Le douné. Soit ABC D le globe cerecftre , & BD
Fequarcus , & D commencemenr des, longim&.‘s. A
pole, E premier lieu, F fecond, E F arc de cerdem
jeue, comme diftance: EG 10 degrez , & FH 32 k-
grez, les Luitudes des deuxlicux, dons les complemen:
feront AE 80, & AF 6o egrez , & G H la differenee

C
FIG 1 : La figure de Stevin

Les deux lieux sont les points £ et '
Les six données sont ici

I: AEF inconnu
I : AFE inconnu
111 : GOH = GH = 40° connu
IV : GOE = GE = 10° connu
V : HOF = HF = 30° connu
VI : EOF = EF inconnu
L’arc EF est un arc de grand cercle, les arcs AE et AF aussi, si bien que AEF est un

triangle sphérique dont on connait deux c6tés et un angle ; il est résoluble.
On a pour le triangle sphérique AEF :

cOtés | g=FEF=17|e=AF=90°—30°=60°|f=AE = 90° — 10° = 80°

angles | "4 =40° E =9 F =7
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FIG 2 : Le triangle sphérique AEF

On peut calculer a grice a la formule des cosinus. Ce n’est évidemment pas
ainsi que Stevin procéde.

cosa = c0s80°c0s60°+sin80°sin60°cos40° =~ 0,74016
d’otl a ~ 42,255° ~ 42°15°
Une fois connu a , on peut appliquer la formule des sinus ; ici E <90°et F >90°
On obtient :
sin(E) =§%‘i x sin (A ) ~0,82785 ; d’ou E ~55,878° ~ 55°53
a

sin(F) =;—ir’1‘f x sin (4 ) ~0,94139 : d’od F = 109,713° ~ 109°43".
mna

Stevin donne les réponses suivantes en évoquant la proposition 40 (voir
chapitre précédent) de la trigonométrie sphérique :
AEF = 55°51" ; AFE =109°44’ ; EF = 42°15’

Deuxiéme exemple : la navigation a cours droit

Voici ce qu’écrit Stevin : Aprés que SON EXCELLENCE eut entendu la navigation par
rumbs, comme on les verra ci aprés, et comparant les cours droits a iceux, comme
plus courts, il lui a semblé bon que j’en écrive quelque chose, puisque l’ordre méme
le requerrait, si on s’en voulait servir, et ainsi j'en ai fait ces deux descriptions
suivantes, |'une Mécanique, I’autre Mathématique.

Stevin traite alors I’exemple suivant :
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2 Exemple, Jlastheiatiquemsis,
te donud. Sovent A & B devs henx trdarare, C pao-
le, FIE Tequateur, BF Liritude de B, ¢ dearez, AL v o
deg. Latitude de A, & iceus produns 1e renconcrerois

= N R
F‘\_’/"'/' i

3.

aupole C, .'1inl'i(]uc B, CAwvrantles .:mn;sfcmcn;.;
des biritudes, & FE 83 deg. ditference desloaginudes,
pour l'angle BC A,
Le reqris. On veur bitre un cours droir de A salijues
en B, par vaye Mathematique, aflivarr par le neyen
desuiangles ipheriques,
I Prepasation.
Jedtc AR s decorde myeur, fe produifor jul-
quend Foquatear en ),
1 Partiede loperation.
Au triangle BC A, lequel a trofs termes cogaus,
BC,CA,& langle BC A 85 dem. parleljuels on tioave-
ra las 5 termes incognus’, tlostta 4o prop. dus (rimg!t“:
fpheriques, comme CAB y: dez. S:Yangle de pou-
non directe, & dautane faucalselloraer du Nore pac
{Qcadent verste Zud, oot a dire 87 deg. seitide Zod,
vers VVelt , ce quion fera aullt environ 4 degres de
long, commme de A en & X rouchant les autres deux
runnes, Uangle CB A 39 deg. 45 @, & A Bla dittanee
requife Stdeg. 40
A et B sont deux lieux sur la Terre; C désigne le pdle, le grand cercle FE est
I’équateur ; on connait les latitudes des deux lieux, ainsi que la différence de leurs
longitudes et il s’agit de faire un « cours droit de 4 a B par voie mathématique »,
c’est 4 dire déterminer I’arc de grand cercle qui passe par 4 et B en utilisant les
triangles sphériques.
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FIG 3 : Le cours droit de 4 vers B

A a pour latitude 50°Nord donc AE =50° et CA = 40°.

B a pour latitude 5° Nord donc BF=5°et CB = 85°.
L’angle de sommet C du triangle sphérique ABC vaut 83°.
Pour naviguer de 4 vers B comment étre siir que 1’on reste bien sur le grand cercle ?

I1 faut évaluer le cap a suivre au départ c’est a dire ’angle CAB (c’est I’objet de la
premiére étape), puis s’assurer que ’on ne s’écarte pas du grand cercle 4B (c’est
I’objet des étapes suivantes). Il s’agit de « réajuster », tous les 4°, le trajet pour se
maintenir & peu prés sur le grand cercle 4B. Cette valeur de 4° semble élevée : un arc
de 4° a une longueur de I’ordre de 450 km...

Nous allons détailler la méthode exposée par Stevin, étape par étape, en
donnant d’abord notre solution du probléme qui utilise les formules modernes de
trigonométrie sphérique, et nous les comparerons avec les réponses données par

Stevin.
1) Premiére étape : résolution de ABC pour connaitre le cap a suivre au départ

Le grand cercle 4B coupe I’équateur EF en D ; ABC est un triangle sphérique et on a

cOtés |a=85°|b=40°|c=7?

angles| 4 =92| B =2| C =83°

Il est résoluble. La formule des cosinus donne :
cosc = cos(85°)cos(40°) + sin(85°)sin(40°)cos(83°).
On en déduit ¢ = AB ~ 81,674° ~ 81°40°.
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On peut utiliser encore la formule des cosinus pour trouver 4 et B .

c0s(85°) = cos (40°)cos(c) + sin(40°)sin(c)cos(/A\).

D’oucos( 4 )~ —0,0374 et A4 ~92,142° ~ 92°8’

c0s(40°) =cos (85°)cos(c) + sin(85°)sin(c)cos(/§).

Do cos( B ) ~0,7644 et B ~ 40,15° ~ 40°9°.

La formule des sinus permet aussi de trouver A et B ;encore faut-il savoirsi A

e~

et B sont aigus ou obtus...

Stevin donne les réponses suivantes :
CAB =92°8’ ; dont il déduit BAE = 87°52’ (le supplémentaire)
CBA =39°45’
AB=81°41’
On observe une légere distorsion des résultats pour I’angle "B de ABC .

Le cap a suivre au départ est donc 92°8’.

/)
2) Deuxi¢me étape : obtenir DG

On a pour ce triangle sphérique rectangle DBF les données suivantes :

cOtés | y=BF=5°|p=DF=2 f=5§=?

angles D B =40°9’| F =90°

D , b, et f sont nécessairement aigus.

La formule duale des cosinus permet d’obtenir ’angle D (formule (5’) des triangles
sphériques rectangles).

cos(i)\) = sin(/B\) cosd =sin(40°9)cos(5°) ~ 0,6423.

D’ou D ~ 50,034° ~ 50°2’.

La formule des sinus donne sinf= ls—lg(os—oozL) ~0,1137 et f= DB~ 6,530° ~ 6°32°.
sin

§t\evin obtient (avec B = 39°45%)
D =50°26’
DB =627’
DA = DB + BA ; on obtient 81,674 + 6,530 = 88,204° ~ 88°12°; puis DG = DA — AG
= 88°12° — 4° =84°12’
| Stevin obtient DA = 88°8° et DG = 84°8°

3) Troisiéme étape : premier réajustement

Stevin considére et résout le triangle sphérique rectangle DGH pour connaitre quel
cours on prendra de G vers B.

Pour le triangle sphérique rectangle DGH on a les données suivantes :
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cOtés | y— Gl =9 g=DH=?|h=DG = 84°12’
angles| D=50°2°| G =9 H =90°

Ici encore, d, g, "G sont nécessairement aigus.
La formule (4’) des triangles sphériques rectangles permet d’écrire :

—:L-———z 8,2990 et G ~ 83,129° ~
tan(D) cos(h)

83°8” ; on en déduit que CGB vaut 180° — 83°8’ = 96°52°.

On pourrait aussi calculer d = GH qui donne la latitude de G .

cosh = cot(/D\) cot(/G\) d’ou tan(/G\) =

Stevin obtient en utilisant la proposition 34 des triangles sphériques
rectangles I’angle DGH égal a 87°45°, en prenant D= 50°26" et DG =
84°8’ ; ce résultat est significativement différent de celui obtenu ci-dessus.

Or la proposition 34 évoquée par Stevin est exactement celle utilisée ci-
dessus. Avec les notions en vigueur a I’époque, elle s’écrit :
tan( G ) = sec(h) x tan(90° - D)
1

sec(/) désigne la sécante de A c’est a dire \/1 + tan’(h) = cos(?) en langage

moderne.

gtgvin calcule donc sec(84°8 ") x tan(39°34’) ~ 8,084 et cela devrait donner
G =~ 82°57’ ; ce n’est pas ce que renvoie Stevin.

S’agit-il d’une confusion sur la valeur de I’arc AG ? Si ’on prend AG =4

(au lieu de 4°), D = 50°26°, DG = 88°4” on obtient tan( G ) ~ 24,4924 et G

~ 87° 40’ ce qui est cohérent avec la réponse donnée par Stevin.

Dans le triangle sphérique ABC on a obtenu A ~92°8 qui donne le cap & suivre.
4° plus loin sur le cours droit, arrivé en G on obtient dans le triangle sphérique DGH

I’angle G ~83°; il s’en suit que ’angle DGC , qui donne le nouveau cap, vaut
180° — 83°4’ = 96°56°.

On pourrait évaluer cet angle DGC en résolvant le triangle non sphérique CAG dont
on connait deux cOtés AC =40°et AG = 4°, et un angle CAG =92°8’. La formule
des cosinus permet de calculer d’abord le troisi¢éme c6té CG , puis I’angle AGC .

On obtiendrait cos CG = cos(40°)cos(4°) + sin(40°)sin(4°)cos(92°8”) ~ 0,7625 et
CG ~40°19’.

Puis cos(40°) = cos(4°)cos CG + sin(4°)sin CG cos AGC , doui

cos AGC =~ 0,1195 qui donne AGC ~83°8’.
Stevin travaille autant que faire ce peut dans les triangles sphériques rectangles, avec
des formules simples. Voila pourquoi il introduit ce point D.
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4) Derniére étape
Soit X le point du grand cercle AB tel que BK = 4%t CL le méridien qui passe par K
on peut résoudre le triangle sphérique rectangle DKL .

Cap asuivreen 4 :
92°8°

Cap a suivre
en K :40°27°
Cap a suivre
en G : 96°56’
Cap a suivre
en B :40°9’

FIG 4 : Le triangle sphérique DKL

Dans le triangle sphérique rectangle DKL, on peut évaluer DK =DB+4°=6°32" +
4°=10°32’ ; on a donc pour le triangle sphérique DKL :
cotés | g=KL =2 |k =DL=1?|1= DK=10°32’

— —

angles | D =50°’ K =? L =90°

Ici encore d, k, K sont aigus.

Grace a la formule des sinus on trouve d : sind = sin(50°2’) x sin(10°32”) ~ 0 ;1401
d’ou d ~ 8,052° ~ 8°3’
Puis grace a la formule (2’) des triangles sphériques rectangles, on calcule K

N tand__ tan(8°3 ,) L o 0

K)= = ~0,7611 ;d’ou K =40,442°~40°27
cosC K) = anl " @an(10°32) ou
L’angle sphérique CKA vaut 40°27" tandis que I’angle CBA vaut 40° 9°.
Les arcs de grand cercle AG et BK valent tous les deux 4°; cependant du fait des
différences de latitude des points 4 et B, les différences constatées entre les angles
CAB et CGB d’une part (4°44°) et CBA et CKA d’autre part (18’) ne sont en rien
comparables. Au voisinage de 1’équateur, ces différences sont moindres.
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Naviguer sur un court droit, c’est a dire en suivant un grand cercle n’est pas chose
aisé. Le cap, c’est a dire un des deux angles supplémentaires que fait ce grand cercle
avec les méridiens qu’il traverse, autrement dit avec le Nord, change avec le méridien
traversé, comme on le voit sur la figure ci-dessous.

N

FIG 5 : Intersection du cours droit et des méridiens

Troisi¢me exemple : comment faire une table de rumb

Naviguer & cap constant, c’est faire en sorte que la route suivie fasse toujours
le méme angle avec les méridiens traversés. Une telle route définit une courbe
appelée loxodromie ou rumb. L’équateur terrestre, et chacun des méridiens sont les
seuls grands cercles qui réalisent des loxodromies. Par un point de 1’équateur, on peut
imaginer tracer autant de rumbs que de caps possibles a suivre, de degré en degré par
exemple. Mais une carte maritime contenant tous ces rumbs serait illisible. On se
contente donc de faire figurer sur les cartes, d’une part certains points et d’autre part
les rumbs correspondant aux caps donnés par la rose des vents, de 11°15” en 11°15°.
Pour un point situé sur I’équateur, le rumb correspondant au cap 0° est le méridien
passant par le lieu, le premier rumb correspond a un cap de 11°15°... L’équateur est

le huitieme rumb.
Stevin explique comment construire le quatriéme rumb issu du point R de

I’équateur.
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T

[3)

FIG 6 : La figure de Stevin

M désigne le pdle Nord ; O le péle sud ; NL I’équateur ; R un point de 1’équateur,
départ du rumb ; RZ le quatriéme rumb, c’est a dire le rumb correspondant au cap

45° = MRX = MXY ... ; MRO le premier méridien ; MQOO le deuxi¢éme méridien de

sorte que @ = 1°; et ainsi de suite jusqu’au méridien MLO, ou RL =90°. Le rumb
coupe chacun de ces méridiens en R , X, Y, et ainsi de suite jusqu’a Z . Il s’agit de
connaitre la position précise de ces points d’intersection , autrement dit d’évaluer leur
latitude, de fagon a tracer le rumb.

Stevin propose deux méthodes : la premiére qu’on va détailler ici utilise la
trigonométrie sphérique ; la seconde utilise la somme des sécantes.
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0

FIG 7 : Les triangles RXQ et XCY définis par le quatriéme rumb RY (45°)

La figure ci-dessus reprend les données de Stevin ; RXY un morceau du rumb
RZ ; ce n’est pas un arc de grand cercle puisque les angles que font cette courbe avec
les méridiens traversés sont constamment égaux a 45°. Le point Z non noté sur la
figure ci-dessus est le dernier point du rumb étudié, situé sur le dernier méridien ML .
Comment évaluer la position de X ? Stevin assimile le petit morceau RX du rumb a
un arc de grand cercle (c’est raisonnable car le morceau RX est effectivement

relativement petit puisque @ mesure 1°). Si bien que RXQ est assimilé a un triangle
sphérique rectangle résoluble pour lequel on a les données suivantes :

—

angles | R =45° X =2 | 0 =90°

GrAce a la proposition (6°) des triangles sphériques rectangles, on a :

cos(/X\) = sin(/R\)cosx puis cos(/ﬁ) = sin(//\?)cosr ; d’oll on obtient

cosr ~0,99985 et r = 59°59”".

Remarquons que si le triangle ROX était plan, rectangle avec un angle de 45°, il
serait isocéle. Ici le triangle rectangle sphérique ROX n’est pas isocele : les deux
cOtés de I’angle droit mesure I’un 1°, ’autre 59’59’ et different d’une seconde

d’angle.
Stevin trouve la méme valeur pour /@ .

Comment calculer la position de ¥ ?
Stevin introduit le point C, intersection du troisiéme méridien et de I’arc de petit

cercle parallele a I’équateur qui passe par X (voir figure ci-dessus), si bien que PC=

X0 ~59°59”.
Puis il consideére le triangle YCX qu’il assimile & un triangle sphérique qu’il résout.
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Cependant dans la réalité, YCX n’est pas un triangle sphérique : seul son coté YC est
un arc de grand cercle ; le cdte XC est un arc de petit cercle ; le c6té XY est un
morceau de rumb.

De ce triangle YCX on connait I’angle droit C, I’angle X =45°

On doit évaluer X’E’, connaissant @?’ =1° et)@ =59°59" = CP

¥
X %
QL

fud

o

On visualise ci-dessus le grand cercle contenant le méridien MQO ; le petit cercle

contenant XC a pour rayon XX, = cos(/@) x r (r étant le rayon de la sphere).
Ce résultat est un résultat classique en navigation, un petit cercle paralléle a

I’équateur a une latitude ¢ a pour rayon rcosg.

On projette dans le plan de I’équateur le petit cercle contenant X et C ; on obtient la
figure suivante :

R

N

L

L’arc @ a pour longueur r % , ce qui correspond & une mesure de 1°.
L’arc X’Z‘, morceau d’un petit cercle de rayon cos(59°59’") x r qu’intercepte un angle
au centre de 1° a pour longueur cos(59°59”’) x r x I_Z—O ; un arc ayant cette longueur

sur la sphére est intercepté par un angle au centre de (cos(59°59")) °= 0,9998° =
59°59°’; ce qui donne XC ~ 59°59”°
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Stevin donne XC = 59°58°, en évoquant ’usage de tables communes. De
quel type de tables s’agit-il ? Quelle est la technique utilisée pour les
obtenir ?

Ceci étant fait, on revient au triangle sphérique rectangle YCX pour lequel on connait
trois éléments. On peut le résoudre et calculer 63’, ce qui permettre par une simple

addition d’en déduire ﬁ', qui donne la position de Y... et ainsi de suite, jusqu’a
épuisement des méridiens traversés par le rumb... et du calculateur.

Voila pourquoi Stevin propose une seconde méthode due 8 Edward Wright.

Il écrit : Vue que la maniére précédente [celle des triangles sphériques] serait plus
longue que le loisir que je pourrais avoir, je me servirai a la place d’une autre deja
faite par Edward Wright ; et bien qu’elle ait quelques imperfections dont il sera
parlé dans !’appendice, toutefois elle pourrait servir a la déclaration de notre
dessein.

Des exemples de Denoville (1760)

Ce navigateur normand a laiss¢ un traité de navigation manuscrit dans lequel il résout
des problémes astronomiques, soit & I’aide d’instruments (quartier de réduction,
quartier sphérique...), soit au moyen de la trigonométrie sphérique. Il utilise les
logarithmes. Précisément ce que Denoville appelle sinus d’un angle a correspond en

réalité a 10° xlog(10'°xsina) et pour Denoville le sinus de I’angle droit vaut

1000000 et correspond & la valeur du rayon utilisé pour les calculs des lignes

trigonométriques.

Denoville n’emploie pas un langage algébrique, il utilise 1’analogie c’est a dire la
regle de trois et rédige en Frangais selon la formulation en vigueur : telle quantité (1)
est a telle quantité (2) comme telle quantité (3) est a la quantité (4). Ce qui se traduit

I’égalité algébrique —(——)— = L—) ou la quantité (4) est toujours I’inconnue.

(2) (4)
De Pamplitude d’un astre

L’amplitude du soleil est la distance (exprimée en degré) qui sépare soit le lever du
soleil du vrai Est, soit celle qui sépare le coucher du vrai Ouest. C’est un arc du grand

cercle horizon.

Exemple I (page 195) : Etant par la latitude de 50°00° Nord, le soleil ayant 12°00°
de déclinaison aussi Nord, on demande quelle est I’amplitude du soleil et de quel
coté, et le véritable air de vent ou il doit se lever et coucher.
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On visualise la situation sur la figure ci-dessous. HR désigne le grand cercle horizon
et Z est le zénith. L’axe NS du grand cercle équateur est ’axe du monde Nord-Sud
qui fait avec I’horizon un angle de 50° (la latitude du lieu d’observation). Par une
déclinaison de 12° N le trajet diurne du soleil est le petit cercle qui passe par C et est
paralléle a I’équateur céleste. Ainsi ’observateur voit le soleil se lever vers le vrai
Est (le point E) en G et se coucher vers le vrai ouest O en G’.On doit évaluer les arcs

EG et OG'. Ces arcs sont égaux. Pour ce faire on travaille dans le triangle
sphérique rectangle EGB rectangle en B.

FIG 8 : Lever et coucher du soleil

Denoville donne la régle a utiliser.

[l faut faire cette reégle de trois ; comme le sinus complément de la hauteur du péle est
au sinus total, ainsi le sinus de la déclinaison donnera le sinus de I’amplitude que I’on
cherche.

Il présente ainsi la réponse :
Analogie pour trouver le sinus de

Pamplitude coté AG
Comme sinus 40° ........... 980807
Est au sinus total 90°....100000

0})’93 1788

sinus de la décli 12° .... 931788

donne sinus amplitude

supputée Nord AG 18°52°.... 950981
otéde..... 22°30°

le soleil se léve a ENE prenant 3°38° plein E
le soleil se couche a ONO prenant 3°38°
plein O

Sur la figure ci-dessus, projection orthographique de la spheére céleste, LC représente
le trajet diurne du soleil par une déclinaison de 12° N (arc.QC) ; EQ figure I’équateur
céleste et HR I’horizon. L’arc NR mesure 50° c’est la latitude. La formule des sinus
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valable dans le triangle sphérique rectangle AGB donne smi = sm’i . L’arc
sin BG sin AG

4G st I’amplitude a cherchée. Avec les données la formule devient

sin40° sin90°

sin12°  sina

sin40° sin12°
sin90°  sina
on note LDsin la fonction utilisée par Denoville et définie par LDdsin(x) =
10° x log(lOlo x sin x) ,on a : LDsin(90°) + LDsin(12°) = LDsin(40°) + LDsin(a), qui

donne a I’aide d’une addition et d’une soustraction la valeur de LDsin(a) puis de a a
I’aide des tables.

Pour avoir la direction du lever et du coucher, c’est & dire la position des points G et
G’ sur le cercle horizon de I’observateur. Denoville compare ’amplitude obtenue
avec 22°30’, 1a moitié de 45°, qui correspond a la ligne ENE, ou ONO de la rose des
vents.

Le point R de I’horizon est au nord N, le point H est au sud S, le point, le point G est
4 3°38’ de la direction ENE vers ’est E.

; formule qui se préte a ’'usage des logarithmes. Si

Denoville écrit

Nord

FIG 9 : Le cercle horizon de I’observateur

De ’azimut

L’azimut est I’arc de I’horizon compris entre le méridien du lieu et le cercle vertical
qui passe par l'astre. Pour trouver [’azimut, il faut connaitre trois choses: la
latitude du lieu, la déclinaison et la hauteur du soleil sur I’horizon.

Exemple II page 199 : La latitude d’'un lieu étant de 47°48°du coté Nord, la
déclinaison du soleil étant de 10°40° aussi Nord, et la hauteur horizontale de 38°52°,
on demande son azimut, supposant avoir fait I’opération aprés midi.
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I1 s’agit de résoudre le triangle sphérique
PSZ. Le point P désigne le pdle Nord. Le
point O de I’horizon désigne le vrai
Ouest. Le point S désigne la position du
soleil au moment de I’observation
(I’aprés-midi, dans I’hémisphére Nord)

On connait la latitude (arc PH ou Z/@),

la déclinaison (arc Ss" ), et la hauteur du
soleil (arc .g'—S\, ). On connait donc les trois

cotés de PSZ, qui sont les
complémentaires des angles évoqués
précédemment, et on cherche I’azimut

c’est a dire I’arc RS, qui correspond a

’angle .STZ7€ ou encore le

supplémentaire de 1’angle Z du triangle
PSZ. La formule des cosinus nous
permettrait de conclure et le lecteur peut
aisément faire les calculs...

Voyons comment procéde Denoville. Les calculs sont accompagnés d’une figure qui
représente la projection orthographique de la sphere céleste, que nous ne
reproduisons pas ici. Denoville procéde en trois temps.

Pratique Pratique Pratique
Latitude Nord........ 47°48°  Hauteur soleil...... 38°58°  Déclinaison du soleil .. 10°40°
Otéde....... 90° Otéde.... 90° Otéde..... 90°
Compl"' latitude.... 42°12°  Distance soleil zénith ..51°8° Dist du soleil au péle...79°20°

Pratique pour trouver le premier terme

Complément de la latitude 42°12’ Son sinus 982719
Distance du soleil au zénith 51°8° Son sinus 989132
Distance du soleil au pole 79°20°
Somme 172°40’ 19 terme 1971851
Moitié de la somme des 3 nbres 86°20°
Complément de la latitude 42°]2°
Premier exces 44°8° son sinus 984282

Moitié de la somme des 3 nbres 86°20°

Distance du soleil au zénith 51°8°
2°M¢ excés 35°12’ son sinus 976075

2°™ terme Rayon double 2000000  3°" terme 1960357
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Analogie pour trouver I’azimut

Comme le premier terme 1971851
Est au deuxiéme terme rayon doublé 2000000

} 3960357
Ainsi le troisiéme terme 1960357
Reste 1988506
Sinus de I’azimut depuis minuit demi azimut 61°10°............. 994253
Doubler le demi azimut 61°10°
Somme 122°20°
Oter de 180°00°

Azimut du sud vers l’ouest puisque l'opération  57°40°
est faite aprés diner

Encore une fois, Denoville utilise une analogie, c’est a dire une regle de trois. Il
utilise en fait, par le biais des logarithmes, la formule multiplicative suivante

., A sin(p-b)sin(p-c)
sin® — =

2 sinbsinc
b et ¢ sont les deux cotés de ’angle de sommet A4, c’est la formule (8) de notre

formulaire.
Dans le triangle PSZ les trois c6tés sont connus, et on cherche a évaluer I’angle de

sommet Z qui représente le supplémentaire de I’azimut. On visualise les données sur
la figure ci-dessous :

ol p désigne le demi-périmetre du triangle sphérique,

s=42°12
P p=51°8

z=79°20

Le demi-périmétre % vaut 86°20° ; Denoville appelle les deux excés les

ND

180°-a

z+p+s TP g5y 2180

ou a désigne

nombres —5 =44°%’ et

N

I’azimut cherché.

Denoville considére la formule sous la forme équivalente suivante, et utilise les
logarithmes :
sin42°12sin51°8  sin44°8sin35°12

sin?90° B .2(180°—a)
Sin )

180-a

LDsin(42°12”) + LDsin(51°8’) + 2 LDsin
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=2 LDsin(90°).+ LDsin(44°8’) + LDsin(35°12’).
180 —a

Denoville obtient ainsi 2 LDsin = 1 988 506, qui divisé par 2, donne

180-a _ 994 253. 1l en déduit, grice aux tables 180-a

LDsin = 61°10°, qu’il

double (122°20’) et dont il considére le supplémentaire qui donne I’azimut
a=57°40".
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Annexes
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XXIV. Triangles sphérique et polaire en couleur

Le triangle sphérique ABC et les poles 4; et B;
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Le triangle sphérique ABC et son triangle sphérique polaire associé

A1B1C,
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Formulaire de trigonométrie sphérique

~

On considére un triangle sphérique ABC dont les c6tés a, b, c et les angles 4 , B et

C sont compris au sens strict entre 0° et 180°.
B

A b
La formule des cosinus liant les trois cotés et un angle
(1) cosa =cosbcosc+sin bsin ccos A
La formule duale des cosinus liant les trois angles et un coté
4) cos A = —cos BeosC +sin BsinCcosa

La formule des sinus liant deux angles et deux cdtés en vis a vis

) sin A _sinB_sinC
sina sinbd sinc

Autres formules multiplicatives liant quatre éléments du triangle (les trois cotés
et un angle ou les trois angles et un coté)

(8) sin® 4\ —_—1_—sin (p-b)sin(p—c) ol p désigne le demi-périmetre du
2 | sinbsinc
triangle sphérique

(11) cos’ (ﬁ) = ——;l———:cos(S - f?)cos(S - 6) ou S désigne la demi-somme des
sin BsinC
angles du triangle sphérique

Autres formules liant cing éléments du triangle (les trois cotés et deux angles ou
les trois angles et deux c6tés)

(14) cosasinb—sin acosbcosC =sinccos A4

(15) cosbsin a—sinbcosacosC = sinccos B

(16) cos Asin B +sin Acos Bcosc = sinC cosa

(17) cos Bsin A +sin Bcos A cos ¢ = sin Ccosb

Autres formules liant deux c6tés et deux angles non en vis a vis
(18) cotasinb—cotzsina‘ = cosbcosC

(19) cotbsin a—cot BsinC = cosacosC

(20) —cot Asin B+ cotasinc = cos Bcosc

(21) —cot1§sin;4+cotbsinc=cos;icosc
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Formules spécifiques au triangles sphériques

rectangles

On considére un triangle sphérique rectangle HBC rectangle en H dont I’hypoténuse
est 4 et dont les cotés b et ¢ de I’angle droit et les angles B et C sont différents de

90°. B et b sont de la méme nature (tous les deux aigus ou tous les deux obtus), C
et ¢ aussi.

Formule liant les trois cotés
(1°) cosh = cosbcosc

Formule liant les trois angles
(4’) cosh = cot BeotC

Formule liant I’hypoténuse un angle autre que le droit et son c6té adjacent

(2’) tanc = tanh cos B

Formule liant I’hypoténuse un angle autre que le droit et son c6té opposé
(7’) sind = sink sin B
Formule liant un angle autre que le droit et les deux cotés de ’angle droit

(2”’) tanc = sind tan c

Formule liant un c6té de ’angle droit et les deux angles autres que le droit

(57) cos B = sin C cosb
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L'angle B
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ABC it
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(egal avec AB, denzie sriangle ¢5 de 1a ¢ reigle,

|

(eftans ine~
zal Avis

\AB)

' plua gravd que ix diffarence earre AC ol
';'fm ’Pﬂﬂ’ desnicerels o deong le sriample ¢ b La o
que degnart vergle :
dun eevcies $
& AU, (plpttitgue 14 differamce entra A C d b B
{ micerele, dont fe trsanghe efl da fa o reigle

me gr;nd [ﬂn! _;’m‘lr gus AC, dont a rriu;l: l']i dr la
quele r_pmr.r r reggle.
o'un crrrk

"-é AR [yf Mru’gm AC, donrle srianglezfl de 1s
15 whigle,
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AC=4B régle (5) et B=C

droit régle (6) /
aigu et

- AC =90° régle (8)
B est

4B > 4AC regle (1)

AC # ABet AC <90° et —Z—ZI}<;4.C\‘ régle (9)

N

: ~ —— -A N

% non droit et C et AB <180°~ AC régle (11)
8 g / — — .

‘2 AC>90° et ~—— AB>180°— AC regle (3)
o et B obtus

o

g AC =B régle (5) et B=C

=

2]

)

=13]

® puf

obtus et

™

. AB <180°- AC régle (4)
AC <90° et /— ~
et B aigu

AB<AC regle (2) et B obtus
AC>90° et Z AB>AC régle (10)

/ AB >180°~ 4C regle (12)

/T&#/Tl}et

Traduction de I’organ
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C’était tout ce que nous voulions savoir
sur la trigonométrie sphérique

o S

VRA\MENT
TouT

I
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