2. Deux outils indispensables

Un regard en guise de formule

Puisque la trigopnométrie prétend donner des opblsr pouvoir résoudre des triangles, il serait dreamps d’en parler,
pensez-vous... Ce que fait Denoville aux défingid@® et 30, les deux dernieres qu’il donne, déding qui, au contraire des
précédentes, sont d'ailleurs plutdt des théorénied’on se rend compte que la trigonométrie stape au triangle rectangle !
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Déffinition 29

Lorsquun des cbtés d’'un triangle rectiligne rectangle gstis pour entier sinus ou rayonl'autre coté est pris pour tangente de

I'angle qui lui est opposé, & I'hypoténuse pouraée du méme angle ; ainsi dans le triangle ABHAB est le rayon, la ligne HB
est tangente de I'angle A & AH en est la sécante.
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Déffinition 30
Lorsquel’hypoténuse d’un triangle rectangle est prise potayon, les deux autres cétés sont les sinus de leuresmgpposés. Ainsi
dans le triangle AFE ou la ligne AF est rayon, st évident que la ligne FE est le sinus de I'arcdtBl'angle EAF, et que la ligne
AE est le sinus de I'angle AFE, il aura pour mediaec DF dont le sinus est NF qui est égal a AE,quii serait encore plus sensible
si d’'un point F & la distance FA, on décrivait urcavers E car alors AE serait le vrai sinus de aat, mesure de I'angle AFE.

On a vu précédemment que les définitions de larognétrie concernent des angles dont le sommeteggte d’'un cercle. On
procéde maintenant & I'envers : partant cettedmis triangle rectangle, on trace un cercle ceatréommet d’un de ses angles aigus.
Deux cas sont a envisager : soit on prend pournrayo des cdtés de I'angle droit (définition 29)jt s prend I'’hypoténuse
(définition 30).

Le premier de ces cas correspond a la figure stév@ngauche), ou le co®B de I'angle droit est pris pour rayon. D’aprés les
définitions données précédemmeBit est la tangente de I'angle AnetAH en est la sécante ; le c&B, quant a lui, est le rayon du

cercle, donc aussi le sinus total. On retrouve l@smffirmations de la définition 29 de Denoville.
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! Encore une imprécision mathématique de notre anigateur... Ceci dit, il fait tout son possibleupqustifier la deuxiéme de ses « définitions »...



Dans le second cas (figure de droite), c’est I'hgpaseAF qui sert de rayon, donc de sinus total. Commdidraé Denoville,il est
évident que la ligne FE est le sinus de I'arc FB'angle EAF: il suffit d'appliquer la définition.

Reste a prouver quikE, l'autre coté de I'angle droit, est le sinus danbjle AFE. C'est un peu moins « évident », et notre ami
s'évertue a nous convaincre : sdéffinition» en a donc un peu plus le caractére d’un théor@uels arguments emploie-t-il ?

Il affirme d’abord que I'angleAFE a pour mesure I'arc DE en effet, ils sont complémentaire I'un de I'aF® , lautre de I'angle

F/A\EZ, FB et FAE ayant la méme mesure en degré. L'BE par ailleurs a pour sinléF, qui est bien égal AE.
Enfin, pour emporter I'adhésion des récalcitraitsiiggere que soit tracé le cercle de ceRtet de rayorFA : dans ce cas, on « voit

bien » qUEAE est bien le sinus de I’anglﬁZ\E .

Pour illustrer son propos au cours de ce chaditemoville s'appuie sur la figure suivante, gart a expliquer toutes les
susdites définitions
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La loi des sinus

On sait qu’un triangle est caractérisé par six élisi: les longueurs des trois cdtés et les tmigea, dont la somme fait
180°. Comme on I'a signalé plus haut, résoudreiandle, c’est retrouver par le calcul les troéndéénts manquants a partir des trois

éléments connds
Denoville s’appuie pour I'essentiel sur ce que lappelle de nos jours la loi des sinus, valablsichien pour les triangles rectangles
que pour les triangles quelconques, et qu'il énmaces démonstratidtout en bas de la page 128 :
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Il est & remarquer qu’en tout triangle rectiligneele Sinus des angles & les c6t
qui leurs sont opposés sont proportionnels et dirmrayon.

Traduction moderne : pour un triand&C quelconque, les sinus des anghassurés avec le méme rayorsont proportionnels aux
longueurs des cotés opposés. Autrement dit, ongueine

dsipA _ dsiB _ dsilC
BC AC AB’
Pas de démonstration pour ce résultat d’une extnémpertance... Il sera presque continuellemenisétidlans la suite.
Plutét que d'écrire les égalités précédentes, amaipaau xvii® siécle danalogie et I'on disait plutot quedsinA est aBC

commedsinB est 3ACS.

Ainsi donc, leGraal de la trigonométriequi permet le calcul mystérieux des distances s&ibles, a tenu pendant des
siécles dans ces égalités, une simple relationrajgogtionnalité, non pas entre dasgleset des cdtés, mais entre ddisuset des
coOtés.

Examinons sur uexempletraité par Denoville (page 132, exemple 1) ce qoeng I'application de cette loi des sinus.

2 Les angles aigus d’un triangle rectangle sont ¢émentaires.

% Quand c’est possible bien évidemment. Ainsi lanaissance des seuls trois angles ne suffit pateéntéer la longueur des cotés.
4 C’est plus affaire de mathématicien que de marin..

® dsin car le rayon est quelconque, et pas forcéégaita 1. Le sinus a la sauce Denoville...

® Ainsi 16 est & 8 comme 80 est & 40...
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Soit donné le triangle rectiligne non rectangle AB@ht I'angle A est de 46° 30’, Iangle B de 57°24' c6té AB de 40 partles on
demande I'angle C, le coté AB & le coté BC.

La figure est la suivante :

On remarque sur le dessin que les trois élémeatsnus du triangle sont marqués a l'aide d’'un petit, tandis que les éléments
connus ont une petite flechea notation est habituelle dans un certain nordtoavrages de cette époque.

Examinons les étapes de la résolution. Tout d’alderdalcul de I'angleé est une formalité, sachant que la somme des trois
angles doit faire 180°. On trouve 76°6’ :
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Ensuite le calcul du cO6t&C s’appuie sur cette célébre loi des sinus que Vient d’énoncer. L’ « analogie » est énoncée ghasi

Denoville :
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Comme le sinus de l'angle C  76°6’

est au c6té AB 40 parties

ainsi le sinus de l'angle B 57°24"
donnera le c6té AC de 34 parties 72/100

Vérifions les calculs. D’apres la loi des sinudaildrait ecrlrﬂdsInC dsit , Soit dsin76 6: dsin57 2‘.

AC 40 AC
La lecture d’une table trigonométrique est indiszdate. Celle de Bouguerdont disposait sans doute notre ami Jean-Baptiste
donne :

dsin 76°6’ = 97072 et dsin 57°24’ = 84245

I

ce qui, en remplacant dans I'égalité précédentejuiba M—%.
40 AC
Il reste donc & déterminer la longudE. De nos jours, on écrit directem@&nAC = 40><_S|n57 24 48 84245 =34,714 ce qui est
Sin76 6' 97072

a peu de choses prés la valeur donnée par Derfoville

Au xviil © siécle, la procédure était différente : on pardaitrecherche de quatriéme proportionnelle : l'imaee, ici le coté
AC, la quatrieme proportionnelle, est donc, commedm I'indique, systématiquement placée a la quagi@lace de la proportion,
autrement dit en dernier dans le discours de D#ao®n sait alors que I'on obtient cette quatriepmeportionnelle inconnue en

” Avec un rayon, ou sinus total, de 100 000. Comheeest de degré en degré, on doit faire une iotatjpn linéaire pour avoir les sinus de ces andbesir rester

clair, nous n'évoquerons pas ici ces aspects.

8 D’aprés les célébres produits en croix... Pouplas anciens, on peut aussi dire que le prodsiedrémes est égal au produit des moyens.
® Le calcul de l'autre coté se fait de facon anatodious avons donc résolu un triangle avec ladsiginus.



divisant le produit des moyens 40dsin 57°24’ par le premier terme de I'analogiend&°6’ : en quelque sorte, la disposition elle-
méme des calculs sert de support a la mémoireyjtematisant la procédure.

Bref, & une époque ou a une autre, la réponsa estie (c’est heureux !), mais les techniques matiques ne sont plus
tout a fait les mémes. Il reste a faire le calcehnfin... des dizaines et des dizaines de cafteilse type quand on navigue sur un
bateau ! De nos jours, on prendrait une calculatri@enoville, lui, est réduit a faire ses calculdaamain, scrupuleusement,
laborieusement sans doute : passe encore pourliplivation'®, mais la division est franchement fastidieuse | thoit a I'erreur
quand reposent sur vos épaules la route d’'un naeiravenir de ses marins... Pas de calculatricgis une « petite trouvaille »
mathématique, qui fut en son temps une révolution..

1% Quoique la connaissance des tables de multiplitstie s'est vraiment répandue qu’aprés la lofenseignement primaire obligatoire & la fin xim® siécle...



