Construction de tables trigométriques

La trigonométrie, en tant qu’elle se préoccupeadeéolution des triangles —comme son étymologie
d'ailleurs le laisse supposer— est une science ansgenne que la géométrie. Mais la premiére aiglét
pratique trigonométrique, au semdernedu terme, avec notamment ¢anstructionet ['utilisation de
tables, est due a Hipparque, un des plus grandsastes de I'Antiquité(fi siecle avant Jésus-Christ). La
trigonométrie, dés son origine, revendique satififaastronomique : avant qu’elle ne vole de sepms
ailes mathématiques, de nombreux siécles devraatrers'écouler.

Malheureusement, les douze livresTdaité des corded’Hipparque, sans doute un traité majeur si
I'on s’en tient & son ampleur, ont été perdus. Seals restent quelques témoignages indirects,catuitde
Ptolémée, ou Théon de Smyrne.

Nous en savons suffisamment pour dire que la preniéble de trigonométrie de I'histoire est une
table de..cordes non de sinus — mais les deux notions sont proghdans un cercle de rayon... 348&
pas 1), les valeurs étant tabulées de 7°30’ a A@80pas de 3°45'...

C'est bien la l'acte de naissance de la résolutil@s triangles avec des outils de nature
trigonomeétrique, méme si I'on est encore bien thircercle trigpnométrique de nos manuels scolaires.

L'idée va faire son chemin, d'autant qu’elle perraek astronomes de mener a bien leurs calculs.
Ptolémée, au flsiécle de notre ére, lorsqu’il écrit sa tres a&l&yntaxe mathématiqueessentira le besoin
d’'une mise au point « trigonométrique » dans lespite I1X, Evaluation des droites inscrites dans le cercle,
et Xl, Préliminaires pour les démonstrations sphériquislivre | de son trés gros ouvrage. S'il reveneiq
clairement I’héritage d’Hipparque, il apporte audss modifications importantes, qui seront souveptises
par ses successeurs. |l abandonne le rayon « egotigqi’Hipparque, pour adopter la valeur 60 plus jmep
aux calculs sexagésimaux. Non seulement il doneeabie de cordésle demi-degré en demi-degté 0° &
180° (travail calculatoire énorme !), mais il expie aussi comment une telle table peut étre fabeique
support théorique est essentiellement géométriopsé sur leg€lémentsd’Euclide. Ptolémée s’appuie sur
trois ingrédients fondamentaux, que I'on retrouvéaas tous les traités postérieurs :

la connaissance de quelques cordes particuliét@se qux propriétés des polygones réguliers ;

la démonstration d'une formule d’addition ou de stmaction des cordes, grande innovation

calculatoire qui lui permet de construire sa tal#@eproche en proche, basée sur le célebre théoreme

dit de Ptolémée ;

un théoréme donnant la corde de I'arc moitié.

A partir de ces présupposés, la technique estvetaént simple, mais elle donne lieu pour le moins
a des calculs fastidieux et répétitifs. La corde7@é est connue, celle de 60° aﬁssipar différence, on
connait la corde de 12°, puis par division pareBede 6°, 3°, 1°30’, 0°45'...

On rate évidemment, de peu, la fatidique corde Ue Ea&cheux pour la table que I'on veut
construire... A partir des cordes de 1°30’ et 0°45blémée en propose un encadrement satisfagantt ]l
déduit une valeur approchée d’assez bonne quéliffisante en tout cas pour construire sa table...

! Un choix non pas du au hasard, mais lié¢ & unavaleprochée dg..

2 Mais pertinent, car il permettait de mesurer kes &t les longueurs de segment avec la méme.unitéame pour le
radian !

% Elle est annexée au chapitre I1X dSimtaxe mathématique.

* Est-il besoin de rappeler que c’est la longueuc@é du triangle équilatéral inscrit dans un eeds rayon 60 ?
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Un extrait de la table des cordes de Ptolémée

Le traité de Ptolémée, Aimagestedes arabes, ldraité le plus grand a eu une diffusion
exceptionnelle, que beaucoup de livres lui envieraiétendant sur plus de mille ans. Les idées
astronomiques de Ptolémée, mais aussi ses idgesdmétriques, vont cheminer longtemps...

Les Indiens d’Inde, a partir du cinquiéme sieclandie ére, reprennent I'héritage grec — plutaticel
d’Hipparque d’ailleurs,car le rayon gu’ils choisss est 3436 — pour développer a leur tour unerstnie
savante. On doit & ces savants du début de natrengr invention décisive pour la trigonométrie|ecelu
sinus, promise a I'avenir que I'on sait. Un « olsseumathématicien du Risiecle, dont le nom a été oublié
par les hasards de la postérité, a eu I'idée, siraplgéniale tout a la fois, de travailler non phwec des
cordes, comme les grecs, mais avec des demi-cond&® sinus venait de naitre...

Des tables ddemi-cordesou desinusdonc, ou parfois ddifférence de sinygurent alors diffusées,
et selon la tradition indienne, elles devaient a&pprises par coeurCelle qui suit date de la fin du’giécle
de notre ére : elle est tirée du céledrgabhatiyadu mathématicien Aryabhatha.

Ce sont les différences de sinus, depuis 3°45Uasg0°, par pas de 3°45’, soit 24 valeurs, cake@¢ec un
rayon de 3436 : au sinus prés, c’est probablementable trés proche de celles qu’Hipparque a ngitest.
Ainsi le sinus de 3°45’ est 225, celui de 7°30' 225 + 224 = 449 etc.

On a peu de traces, chez les Indiens, des protéélésques qui permettaient la construction des
tables. lls sont pour la plupart d’inspiration gétrigue, comme chez les Grecs ; mais des procédés
calculatoires parfois trés perfectionnés et trefopmant, s'apparentant a des développements éessér
étaient aussi parfois utilisés.

Les arabes, au carrefour des grandes civilisatittn$ Antiquité, reprennent la trigonométrie de
Ptolémée (avec un rayon de 60), mais integrensiless. lls font faire des progres considérablesa a |
trigonométrie, introduisant autour de I'an mil, tes les lignes trigonométriques que Il'on utilise
habituellement.

Dans la construction des tables, se pose toujoarsme a I'époque de Ptolémée, le probléme de la
détermination du sinus de 1°: enjeu dont on conpigu’il conditionne la précision de la table. Dises
méthodes sont proposées, plus précises que cellesottmée. L'apport le plus original en la matigre
celui d’Al-Kashi, mathématicien iranien de la prénai moitié du XV siécle, dans son traitépitre de la
corde et du sinugRisalat al-watar wa-I-jaypécrit en 1400. De la relation si@ 3 3 sina— 4 siff a, il en

déduit que sin 1° est la solution de I'équationtehisiéme degré sin 3° 3x—4x> (sin 3° pouvant étre
calculé de fagon tres précise a partir de valearswees par des divisions successives d’angles )pdr 2
choisit de résoudre cette équation par une métiddmmproximations successives, une des premieres de

® || est plus simple d’apprendre par coeur les diffiées de sinus, que les sinus eux-mémes !



I'histoire des mathématiques : partant d’'une vabgyprochée grossiere de sin 1°, il I'affine en néajpes
jusqu’a une valeur précise a 8 positions sexagésankh obtient

sin 1° = 1:2,49 43.,11,14,44,16 26 112 + 22 4 .
60 60

valeur d’'une trés grande exactitude qui a d0 s@reonstituer une table trés précise... Mais igttai aussi
a été perdu, et on n’en a plus que le témoignage das ouvrages postérieurs, ou la brillante méttestl
reprise et décrite.

La trigonométrie continue son chemin et elle ciecal partir du XIIf siécle du monde arabo-
mulsulman vers I'Europe latine. Une des toutes pFees figures de la trigonométrie européenne dwrio
Muller, dit Regiomontanus (1436-1476), qui publregrand traité de trigopnométribges triangles de toutes
sortes qui pour la premiére fois sans doute, n'est pespartie d'un manuel d’astronomie, mais un livee d
mathématiques a part entiére. La trigonométriglleide plus de mille ans, commence un chemin arten
Regiomontanus publie vers 1464 des tables trigotraqnés, d’abord avec un rayon de 6 000 000, tg®ita
de I'ancien systéme sexagésimal, puis de 10
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Rayon 6 000 000 (v0|r Ia valeur du sinus de 30°)
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Rayon 10 000 000 (voir la valeur du sinus de 30° )

C’est ce méme Régiomontanus a qui se réfere SinéwinS(1548-1620) — c’est dire l'influence
importante qu'il a eu bien aprés sa mort — damstsaité publié & Leyde en 1608, a la demande thegr
Maurice de Nassau. Son deuxieme volume traite dedmographie et en particulier donne une méthede d
construction d’'une table des sinus. Les sieclegpagssé, mais les ingrédients de Ptolémée, sans dassi
d’Hipparque dans une certaine mesure, sont toujmésents.

Une premiére étape donne les sinus des angles @e90” de 45 en 45'. Trois formules sont
nécessaires : le sinus de I'angle moitié, le situscomplémentaire et la corde de la différence elexd
angles (qui permettra d’obtenir le sinus de la iaie cette différence). A partir de sin 90° 2 {@est le
trés grand rayon utilisé par Stevin), par passd@gmngle moitié et au complémentaire, il calculesieus de 8
angles. Il poursuit a partir de la connaissanceuEques sinus particuliers, tirés de I'étude dotggone
régulier (sin 36°) et de I'hexagone régulier (sif)3 et la réitération de processus de passagmglé moitié
et au complémentaire, lui permettent d’obtenir iltus de 48 nouveaux angles. Enfin I'utilisation lde
formule de soustraction lui permettra d’obtenirédssinus restant.

Ares. Siing, Arcs. Sinies.

O, &f. 13080611, 45 45 716301943,
I, 30: 36176948, 46, 30, 725371372
2. 1f. 39159817, 47 T§s 734322510,
3 O 51335947 43, ©. 45144825,
3. 45 Gy403:118. 48. 4%, 751839%a7.
4. 30 784§9097. 49. 30. 760401965,
§e 16, gbiorbid. Fo. 15, WGIS4185a.
G. 0. lo4sadjes- §1. © 777145962,

La table des sinus des angles de Stévin, de 0° de185’ en 45’



Une deuxiéme étape donne les sinus des angle8@’de 15’ en 15'. Devant la somme de calculs &
faire, Stévin passe d'un rayon °1@ 10. Cette étape, comme a I'époque de Ptolémée, sapleos
détermination de sin 1°, pour laquelle Stévin domme encadrement. Il prend alors comme valeur la
moyenne des extrémes de cet encadrement : sii14 §24

Il peut ainsi terminer sa table en réitérant soocessus de passage a l'angle moitié et au
complémentaire. Il affine, par interpolation linggipour avoir une table de 5’ en 5’ puis de 11én

L'invention des logarithmes par Neper en 1614 perdeeréduire certains calculs fastidieux. Les
tables de trigpnométrie vont donc intégrer ce nbouél. Adrian Vlacq (1600-1667) publie une tatles
sinus, tangentes et sécantes et de logarithmesirdeset tangentes. Il travaille avec un rayon @& Dans
les tables qui suivent, comme celles de Jean-Fim@allet (1744 ; 1798), seuls les logarithmessiess et
tangentes subsistent.
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On trouve dans leélémens de trigonométriele Lefébure de Fourcy (1836) une explicationae |
construction de ces tables qui donne les logarishdes sinus des angles compris entre 0 et 45°Q'terl
10". Lefébure de Fourcy compléete ses explicatiamec la détermination des logarithmes des cositus e
travaille avec un raydri.

Le probléme du calcul de sin 10" est posé. Un drement du sinus est réalisé et I'approximation
de sin 10” correspond au décimal qui a les 13mdéles communes aux deux extrémes. Pour obtenir les
valeurs suivantes, une formule d’addition poursaffire mais nécessiterait deux multiplication®;qui est
trop colteux en temps. L'utilisation conjointe desmules d’addition et de soustraction va permetkee
passer a une multiplication et d’obtenir relativetr@pidement les valeurs suivantes de procheashpr

Les tables, pourtant essentielles pendant de lsiggdes, ont définitivement disparu du paysage
trigonométrique de notre époque. On pourrait crojoe leurs procédés de construction, inaugurés par
Ptolémée, ont été remisés aux oubliettes des badées mathématiques. Il n’en est rien : car it faien
que les calculatrices donnent les valeurs des giausxemple, pour toute valeur de I'angle... Lesennes
méthodes, dépoussiérées et adaptées au spécifieggsrocesseurs et aux contraintes technologigoes,
toujours 13, derriére les boutons sin ou cos duielades calculatrices. C'est I'algorithme CORDIGyenté
dans les années 50 du X3ecle par Jack Volder, qui est utilisé : algorithbasé comme chez Ptolémée sur
la banale formule d’addition des sinus... Un altpone si performant qu’il a été étendu au calcul de
guasiment toutes les fonctions de la calculatri€ui aurait pu soupgonner autant de trésors mattignes
derriére une aussi banale formule queastbj=sinacog+sinbcosh ?

Christian Vassard & Sylvie Colesse
IREM de Rouen, ASSP
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